Solucion:
Tarea 2. Métodos Numéricos

César Hernandez Aguayo

1. Encontrar el limite y la tasa de convergencia de:
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2. Calcular el limiete cuando =z — 0, y comparar la tasa de convergencia de las siguientes
funciones. (Tip. El pardmetro e de la serie de Taylor adquiere valores entre 0 y z).
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Aunque ambas funciones tengan la misma tasa de convergencia al orden maés bajo, la

sin(x

2
funcién T) tiene términos de orden Superior en su expansion en serie.

. {Como se define y cémo se encuentra la multiplicidad de una raiz? ;Qué multiplicidad tie-
nen las raices de las siguientes funciones? f(z) = 3(z+1)(z—1/2)(x—1), f(z) = e*—z—1.
Para la raiz xy = 0.

Una raiz p de la ecuacién f(x) = 0 se dice que es una raiz de multiplicidad m si f puede
escribirse de la forma

f(x) = (z —p)"q(x)
donde lim,_,p, ¢(x) # 0. Una raiz de multiplicidad uno es llamada raiz simple.
w f(x) =3(x+1)(x—1/2)(x—1) = 0, tiene tres raices de multiplicidad uno, en z = —1,
x=1/2yenz=1.

= f(z) = e® —ax — 1 = 0, tiene una rafz en & = 0, para conocer su multiplicidad,
calculamos

f0)=f(0)=0,  f'(0)=1#0.

Entonces, la raiz £ = 0 es de multiplicidad 2.

. Demuestre que el nimero maximo de iteraciones para obtener un error absoluto entre
aproximaciones de una raiz en el método de biseccién es:

L log(b-a)/)
ST log(2)

Sabemos del teorema de analisis de convergencia que
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donde |p — pp| = € y n es el nlimero de iteraciones. Para conocer el nimero méximo de
iteracién, solo hay que despejar n,,q, de la ecuacién anterior.
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5. Usa el método de biseccién para encontrar las rafces reales de la funcién f(z) = o* + 222 —
x — 3. Calcular de antemano el nimero de iteraciones necesarias para obtener la raiz con
error absoluto menor a € = 0.001. Resume el procedimiento en una tabla donde se indica
el nimero de iteraciones, la aproximacion obtenida y el error absoluto entre iteraciones
sucesivas. Verificar que los errores obtenidos en iteraciones sucesivas se comportan como lo
indica la teoria respecto al valor final aproximado de la raiz.

Usando el algoritmo escrito en la solucién de la Tarea 1 ejercicio 6. Si graficamos la funcién,
encontramos que la funcién sélo tiene dos raices.

Para la primera raiz escogemos el intervalo [—2, 0] y para la segunda escogemos el intervalo
[0, 2].
Para el intervalo [0, 2] encontramos que n,q, < 11. A continuacién se presenta la tabla

con el numero de iteraciones, la aproximacion obtenida y el error absoluto entre iteraciones
sucesivas.

n Pn €abs
0 1 0.5
1 1.5 0.25
2 1.25 0.125
3 1.125 0.0625
4| 1.0625 0.0312
5 | 1.09375 0.0156
6 | 1.10937 | 7.812 x 1073
7 | 1.117185 | 3.906 x 10~2
8 | 1.12109 | 1.953 x 1073
9 | 1.123045 | 9.765 x 10~*

Para el intervalo [—2,0] encontramos que 7,4, < 11. A continuacién se presenta la tabla
con el nimero de iteraciones, la aproximacién obtenida y el error absoluto entre iteraciones
sucesivas.

n Pn €abs
0 1 0.5
1 -0.5 0.25
2 —0.75 0.125
3| —0.875 0.0625
4 | —0.9375 0.0312
5 | —0.90625 0.0156
6 | —0.89062 | 7.812 x 103
7 | —0.88281 | 3.906 x 103
8 | —0.87890 | 1.953 x 1073
9 | —0.87695 | 9.765 x 10~*




6. Para la misma funcién del inciso anterior, escribe 4 opciones del problema equivalente de
punto fijo, y determina que opciones convergerdn a la raiz en el intervalo [0,2] y cudles a
la raiz en el intervalo [—2,0]. Realiza las iteraciones necesarias para encontrar las raices de
la funcién usando el método de punto fijo. Resume el procedimiento en una tabla donde
indicas el nimero de iteraciones, la aproximacién obtenida y el error relativo entre itera-

ciones sucesivas. Verificar que los errores obtenidos en iteraciones sucesivas se comportan
como lo indica la teoria.

;,Cémo se compara la convergencia de este método con el inciso anterior?

Las opciones de f(z) = 2* + 22? — 2 — 3 serfan

a)
f(l")=0<—>x4:3+x—2x2<—>gl(m):(3+x_2$2)1/47

b)
1/2
f<$):0<_>2x2:55+3—m4<—>92(x):<$+32_$2> ;
c)
1/2
fl@) =0 a?(2® +2) =2 +3 ¢ gs(a) = (;2132> ;
d)

3t + 222 + 3

f(x):O<—>4x4—|—4x2—x=3x4+2x2+3<—>g4(a:)zm,



7. Demostrar los puntos 1 a 3 del teorema de convergencia del método de punto fijo visto en
clase. Asf como que la tasa de convergencia es O(k™), y que el orden de convergencia el
lineal, a menos que ¢’'(x) = 0 en cuyo caso la convergencia es de orden superior.

Teorema:Sea g continua en el intervalo cerrado [a,b] con g: [a,b] — [a,b]. Ademds, suponga
que g es diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y existe una constante positiva k < 1 tal que
l¢'(z)] < k <1 para todo = € (a,b). Entonces

1) la secuencia {p,} generada por p, = g(pn—1) converge al punto fijo p para cualquier
Po € [a’ b]7

2) |pn = pn—1| < k"max(po — a,b —po); v,

3) lpn — 1l < % 1p1 — pol-

Demostracién. 1) Para establecer la primera parte del teorema, se debe mostrar que |p,, —p| —
0 cuando n — oo para cualquier valor py € [a,b]. Por lo tanto, sea py € [a,b]. Ya que g:
[a,b] — [a,b], garantizamos que p, = g(pn—1) estd bien defininda y que p,, € [a,b] para todo n.
Ademis,

lpn —pl = 19(Pn-1—9(p))|
= 19 )llpn-1 -1l
S k|pn—1 *p|
S k2|pn—2 _p|
< k"|po—p|.

Ahora, ya que k < 1
lim |p, —p| < lm k"|po — p| = |po —p| lim k" =0.
n—oo n—oo n—oo
2) Combinando el limite
|pn _p| S kn|p0 _p|
obtenida en la prueba de (1) con el limite
lpo — p| < max(po — a,b — po)

establece la segunda conclusién del teorema.
3) Procediendo de la misma manera que en 1), se puede mostrar que

|Prnt+1 — Pn| < E"|p1 — pol

Ahora, sea m > n. Entonces

|pm*pn| |pm*pm—1 +pm—%—l*pm—QJF"'+pn+l7pn|
|pm _pm—1| + |pm+1 _pm—2| + -4+ |pn+1 _pn‘
E™ pr — pol + K™ 3 p1 — po| + - + k"1 — po|

leq  k™|p1 —pol(1+ Kk + Koo kmfnfl) .
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En la parte 1), se establecio que p,, — p cuando m — oo, entonces

P = ol S E"|p1—po| > _ K = ﬁml — pol -
i=0

donde se us6 una serie geométrica para la férmula de la sumatoria.



