Solucion:
Tarea 1. Métodos Numeéricos

César Hernandez Aguayo

1. Temperatura del Universo. Se observa que la radiacién césmica de de fondo de micro-
ondas sigue un espectro de cuerpo negro, con un maximo en una longitud de onda A =~ Imm
como se oberva en la figura. La energia emitida por un cuerpo negro por unidad de volumen
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por unidad de longitud de onda, estd dada por:

8mchA™?
V=—g (1)

e/\kBT _ 1

donde ¢, h, kp son la velocidad de la luz, y las constantes de Planck y Boltzmann respec-
tivamente. A es la longitud de onda de la radiacién emitida y T es la temperatura absoluta
del cuerpo negro.

a) Encuentra una expresién a partir de la que puedas calcular la longitud de onda
que maximiza la energia como funcién de la temperatura. Puedes definir la varia-

ble z = ch/(AkpT).



Para determinar la longitud que maximiza la densidad de energia, primero calculamos

dyp  8wchA™® (ch/X\kpT)eh/AesT
A\~ ech/AksT _ 1 —5+ ech/XkpT _ 1 )
El término de enfrente del paréntesis es cero en los limites A — 0 y A — o0; sin
embargo, ambos casos dan lugar a un minimo en la densidad de energia. El méximo
que estamos buscando proviene cuando el término dentro del paréntesis se hace cero.
Esto sucede cuando
1— ch — =M/ AmasksT

5)\maa:kBT ’
donde A4z es la longitud de onda que maximiza la densidad de energfa. Si definimos
x = ch/(AmazkBT), entonces la ecuacién se transforma en
—

l1-=-=c¢

z
5
Definimos

f(ac):e_””—l—&—%.

Con esta expresion podemos calcular la longitud de onda que maximiza la energia.

b) Encuentra al menos 2 formas de escribir la ecuacién que encontraste en el inciso a),
como un problema equivalente de punto fijo (no uses el método de Newton), para las
cuales puedas asegurar convergencia en el intervalo [0.5, 5].

Encontramos una funcién que converge a la rafz en el intervalo [0.5, 5],
g1(z) =5(1—e™"),

¢) De los dos problemas de punto fijo planteados en el inciso anterior, usa el que menos
iteraciones requiera para alcanzar una precisién menor a e = 1074,

Solucionamos mediante el problema de punto fijo, usando =g = 1, Ny, = 10y
€ = 10~*. Encontramos lo siguiente

Pn €abs

1 0.—
3.160602 0.6838
4.78799 0.33988
4.95835 0.03435

4.964877 | 1.31 x 1073
4.965105 | 4.59 x 1075
4.965113 | 1.61 x 10~
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d) Con el resultado del punto anterior calcula la temperatura actual del Universo.

Como = =~ 4.965113, sustituyendo los valores de ¢, h, kg y A = 1 x 1072 m, y

despejando T', encontramos
ch

T =
)\kB.’L'

~28 K.



2. Regulacién térmica del cuerpo. Stolwijk (1980) desarrollé un modelo para la regulacién
térmica del cuerpo humano, donde el cuerpo es representado como un segmento esférico
(la cabeza), 5 segmentos cilindricos (el tronco, 2 brazos, 2 piernas), y un compartimiento
central con la sangre. Un mecanismo importante para la pérdida de calor es por medio
de la respiracion. Para aproximar la energia térmica contenida en la respiracién, se uso el
siguiente modelo matematico que relaciona la presién de vapor de agua expirado en la
respiracién, pg,o [mm Hg] con la temperatura T[C] del aire inhalado:

1049.8
- 214 — 2
PH:0 = exp |9 1.9858(32 + 1.87) 2)

Si se mide que la presién de el vapor de agua expirado en la respiracion es de 0.298 mm
Hg, ;Cual es la temperatura del gas inhalado?

a) Usa el método de Newton para encontrar la respuesta usando como punto inicial
Ty = 15C. Usa una precisién de € = 1072,

Usando el método de Newton con

1049.8
= 9.214 — —0.289
fle) = e { 1.9858(32 + 1.895)] ’
encontramos
1049.8
(z) = fl@) exp [9-214 - m} —0.289
= frx) ! 0914 — 1049.8 951.5762_|

eXp |7 1.0858(32+1.87) | | (32+1.8x)2

Aplicando el método numérico con xg = 15, Nyper = 10 y € = 0.01, encontramos que
la temperatura debe ser T' = 10.39544C'.

b) Resume el procedimiento del inciso anterior en una tabla.

A continuacién se presenta la tabla con nimero de iteraciones.

Pn €abs

15 -
12.18765 | 2.81235
10.76926 | 1.41839
10.41520 | 0.35406
10.39550 | 0.01970
10.39554 | 0.00006

U W~ O3

¢) ;Con cuantas iteraciones se encuentra la solucién si se complementa el método de
Newton con el método de convergencia acelerada?

Usando el método de convergencia acelerada, con los mismos valores de entrada, en-
contramos que el ntimero de iteraciones se reduce a la mitad, obteniendo el mismo
resultado.



n Pn €abs
0 15 —
1| 9.32602 1.44323
2 | 10.42791 0.02647
3 | 10.39554 | 7.64 x 10~ "

3. Osteoporosis en una mujer china. Wu et al. (2013) estudiaron las variaciones entre
la edad y la velocidad del sonido asociada en la tibia (VS), para mujeres nativas chinas.
Obtuvieron la siguiente relacién entre la Vs y la edad (medida en afios):

VS = 3383 + 39.9Y — 0.78Y + 0.0039Y? | (3)

donde VS estéd expresado en unidades de [m/s]. La VS media para una paciente es de 3850
m/s. ;Cudl es la edad estimada de la paciente? Usando el intervalo de 20 a 80 afios, usa el
método que menos iteraciones requiera para encontrar la edad con precision € = 0.1.

Usando el método de Newton con

f(z) = 39—9x—0.782% + 0.00392> — 467,

f(x) 39 — 92 — 0.782% + 0.0039z° — 467
g(z) = z— =z-—

f'(x) 39.9 — 1.562 + 0.01172

Y usando el método de convergencia acelerada por conveniencia con xy = 45, Nye, = 50,
y € = 0.1, encontramos que el punto fijo es x = 56.57

Por lo tanto, la edad estimada de la paciente es de 56 anos.



4. Dadas las siguientes matrices, realiza analiticamente las operaciones que se indican. Escribe
las rutinas en python necesarias para calcularlas, y verifica que funcionan correctamente.

=l o]

2 0 5
2 1 0
B=|-3 -1 5
1 3 4
4 2
Cc=13 -1
3 —4
1 -1 4
D=|0 2 =2
0 0 3
a) 3xB
6 3 0
3xB=|[-9 -3 15
3 9 12
b) AxB
2 1 0
1 -1 3 8§ 11 7
A*B{ ]_3 _15{ ]
2 0 5 1 3 4 9 17 20
c) CxA
4 2 8 —4 22
CxA= |3 -1 B _01 ﬂ— 1 -3 4
3 —4 -5 -3 -11

d) Cx* D El nimero de columnas de la primera matriz no coincide con el nimero de filas
de la segunda matriz.
e) BxC
2 1 0] (4 2 1 3
BxC=|-3 -1 5| |3 -1 =]0 =25
1 3 4|13 —4 25 —17

f) det(B) = -21
g) B/det(B)

_2 _ 1 0
2t £t 5
B/det(B) = = = -2
[detB)=1 7 m g
21 7 21

h) D/B. La divisién entre matrices no estd definida, lo que se podria calcular es la
multiplicacién D x B~1, donde B! es la matriz inversa de B.

1 1 4 19 4 _ 5 6s 32 _19
_ 2% 21 81 2; 2% %1

1 7 8 50 6 2
D/B=Dx«B'=1]0 2 -2 5 5711 =2 2 %
0 0 3 21 a1 ol = A



