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CapituLo 1
INTRODUCCION
TERMODINAMICA MOLECULAR, ECUACIONES TEORICAS DE
ESTADO Y SISTEMAS EQUIVALENTES

1. La termodinamica molecular

La vision molecular de la materia constituye el puito de referencia filosofico central
de la fisica moderna. La mecanica estadistica es la disciplina que concreta el proposito de
entender y cuantificar esta referencia a partir de una metodologia muy clara en sus
origenes: el analisis estadistico para obtencr los patrones globales del comportamiento
microscopico, observado a escala macroscopica. La termodinamica molecular es la rama
de la mecanica estadistica orientada a generar modelos moleculares para explicar la
termodinamica de las sustancias.

En el caso de los fluidos, la necesidad de este tipo de modelos no sélo es relevante
para la generacion de la cultura cientifica, sino también por la importancia que estos han
tenido, desde la época de Carnot, en el desarrollo tecnoldgico. La ecuacion de van der
Waals, 1873, fue ¢l punto de partida de la termodinamica molecular en fluidos, y hasta la
fecha ha servido como punto de orientacion en el desarrolio de ecuaciones de estado,
empiricas y semiempiricas, para fluidos simples y moleculares.

El contar con ecuaciones de estado a la van der Waals, funciones explicitas de las
variables de estado y de los parametros moleculares ue caracterizan a las sustancias,
ofrece varias ventajas respecto a modelos semiempiricos, scan estos obtenidos
directamente de la experimentacion con sustancias reales, o bien, de los "experimentos" de
mada, las simulaciones por computadora. Podemos mencionar las siguientes ventajas:

1) Las EOS son obtenidas de primeros principios (aunque a veces, como en el caso

de van der Waals, la derivacion rigurosa sea posterior a la EOS)

it) Los parametros y variables que las describen tienen significado fisico claro.

i) Permiten generar predicciones consistentes de diferentes propiedades

termodinamicas.

ui1) Son la base para la descripcion de fenomencs mas complejos (mezclas, fluidos en

campos externos, referencia para modelacion de fluidos complejos como los
coloides, etc.)

1iv) Son aplicables atin cuando el potencial intermolecular real sea desconocido, que es
el coso mas comun para la mayoria de las sustancias. Esto significa que los parametros
invelucrados en el modelo sean derivables de informacion expenimental, como sucede, por

ejemple, con los coeficientes viriales y de transporte.



v) La teoria ofrece la bondad de ser sistematicamente mejorable en exactitud, debido a
que se conoce el origen fisico de aproximaciones y parametros, lo cual permite determinar
la sensibilidad de las propiedades macroscopicas con la variacién de parametros
relacionados con el comportamiento microscépico de las sustancias. Dicho de otra manera,
mediante la manipulacion de estos parametros microscopicos es posible modelar la

termodinamica de la sustancia con la exactitud requerida.

2. Ecuaciones tedricas de estado
Podemos resumir el objetivo de la termodinamica molecular en una frase: la obtencion
de ecuaciones feoricas de estado (TEOS). Una TEOS para la propiedad termodinamica de
un fluido, por ejemplo la energia libre de Helmholtz 4, es una funcidn explicita de las
coordenadas termodinamicas, en este caso, la densidad p y la temperatura 7, y del

conjunto de parametros moleculares {\P,.} que caracterizan a la sustancia:

A= alp,T,{¥}) (1)

La mayoria de los fluidos son clasicos, esto es, sus propiedades quedan descritas
mediante la mecanica estadistica clasica porque los efectos cuanticos son despreciables a
las temperaturas en que existen; el potencial intermolecular se describe mediante la
mecanica clasica y solo depende de las coordenadas de posicion y orientacion. Nuestro
analisis se restringira a este tipo de fluidos, con la aproximacion de aditividad por pares
para el potencial intermolecular. Se usara la descripcion del ensamble candnico, cuyas
variables naturales son la densidad y la temperatura. El potencial termodinamico en esta
descripcién es la cnergia libre de Helmholtz 4. Como la propicdad que conviene
representar por una TEOS es precisamente el potencial termodinimico del sistema en
estudio, cuando hablemos de una TEOS nos estaremos refiriendo a una ecuacion del tipo
(n.

Ademas, se requiere que [1]:

1. La dependenciade Aenp, 'y {‘I’,} sea derivada de la mecanica estadisdca clasica.

2. Los parametros {‘}’,} deben de estar bien definidos como funcionales del potencial
intermolecular binario del fluido.

3. La dependencia de los parametros {¥ } en p y 7 pueda ser parametrizada

analiticamente.



3. Sistemas equivalentes

Esta tesis presenta una metodologia para generar ecuaciones teoricas de estado e
ilustrar asi algunas aplicaciones de la termodinamica molecular. El meollo del método
consiste en usar sistemas equivalentes a la sustancia en estudio: esto es, sustituir al sistema
real, muchas veces parcialmente conocido, por otro sistema cuya termodinamica molecular
sea bien conocida. Esto se puede hacer de diferenies maneras, y de entrada se podria dudar
que este tipo de sustituciones sean de aplicabilidad muy general. Pero aqui se demostrara
que es posible construir teorias en donde el sistema equivalente y la manera ue representar
las propiedades reales cumplen con los requisitos sefialados en 1y 1l, y que sirvan para una
variedad de sustancias, de tal forma que la ecuacidn de estado del sistema equivalente
funcione como una EOS "universal”.

El capitulo siguiente discute en general el uso de procedimicntos similares usados en
otras areas de la fisica, para luego concretar lo que entenderemos por "sistema
equivalente” en teoria de liquidos El capitulo finaliza con la introduccion de un tipo de
sistemas equivalentes, que llamamos alli canonicos, mientras que el capitulo 111 presenta la
teoria de otros sistemas equivalentes, los cindticos, de aplicabilidad mucho mas general. Ei
capitulo IV ilustra la construccion de ecuaciones tedricas de estado con los sistemas
equivalentes cinéticos y el capitulo V esta dedicado al estudio de las ecuaciones de estado
de los sistemas equivalentes que fueron usades en los capitulos previos. En el capitulo VI
se dan las conclusiones y perspectivas de la investigacion doctoral.



CariTULO I
TEORIA DE SISTEMAS EQUIVALENTES. 1
SISTEMAS EQUIVALENTES CANONICOS

1. Introduccion

El concepto de sistema equivalente ha sido fructifero en diferentes ramas de la fisica.
En términos generales, un sistema equivalente es aquél que por razones de conveniencia
matematica o fisica se utiliza para modelar un sistema de interés, para el cual resulta mas
dificil obtener informacion. Comencemos por la mecanica clasica y pensamos en un
sistema mecanico formado por una particula de masa m y con energia potencial U(r); el
hamiltomano del sistema es

2

H=2 1y,
2m

donde p es el impetu de la particula. Sabemos que no siempre es posible obtener
soluciones analiticas para las ecuaciones de movimiento ,

CH

Fao L

op
cH

Y e e
) or

3

porque las ecuaciones diferenciales implicadas resultan generalmente dificiles de resolver.
Sin embargo, un método general para tratar de hallar su solucidén de manera sistematica es
mediante la introduccion de nuevas coordenadas {x,n} que cumplan dos requisitos {1]:

1) que el hamiltoniano nuevo /, reescrito en las nuevas coordenadas, satisfaga las

ecuaciones de Hamilton (esto es, covarniancia frente a la transformacion),

i= o
CTC

. oH

E k]
54

2) que las nuevas ecuaciones de movimiento sean mas sencillas que ias del sistema
onginal, de tal manera que su solucion se facilite.



Una transformacion de este tipo se llama candénica. Es un mapeo del espacio de
coordenadas {r,p}, donde el hamiltoniano es H. al espacio de coordenadas nuevas
{x,n}, donde el hamiltoniano es ;. Se busca que la transformacion genere un mayor
nimero de constantes de movimiento, porque de esta manera. se facilita la solucion del
problema completo.

Si bien en las transformaciones candnicas se asume que el sistema fisico es el mismo
antes y después del cambio de coorderadas, es posible reinterpretar la transformacion
diciendo que el sistema criginal ha sido transformado a uno equivalente.

Un ejemplo que ilustra lo anterior ¢s ¢l trompo simétrico en un campo gravitatorio
constante {2]. El movimiento del trompo se describe con los angulos de Euler como
coordenadas canonicas ( w para el angulo de rotacion alrededor del ¢je de simetria z del
trompo, ¢ para el angulo de precesion y 6 para angulo formado por la vertical y el eje z) y

los momentos correspondientes (p,, p, y p,). El trompo tiene una masa M y, por la

simetria del sistema, solo dos momentos de inercia diferentes, denotados por [, e I;; el

Hamiltoniano en estas coordenadas es

| 1 2 L, ,
H = ~'2~1—l-[p(, + ;&F--é(;)a ~ p,, €OS 6) :!+ 5T p, +Mglcosd

R

donde g es la aceleracion debida al campo gravitatorio y / es la distancia que hay de!

centro de masas al pivote del trompo. La redefinicion del angulo de rotacion,

o=u-p, L L
\Loo

k)

donde 1 ¢ el tiempo, determina una transformacién canénica que da lugar al hamiltoniano

17, 1 N
Ho = —| pi +-—=\pL = 2p,p, cosO + p} )|+ Mgl cos®
8] 211 []( S(’flbe<p‘p p,pm(()\ pr.))-} L1 €O

que corresponde al de un sistema fisico diferente: el trompo con los_tres momentos de

inercia iguales.
El caso extremo de una transformacion canénica es cuando ¢! hamiltoniano H, del

sistema cquivalente es constante e identicamente nulo. Entonces todas las coordenadas
son constantes de movimiento. Para encontrar esta transformacion  hay que resolver la

ecuacion de Hamilton-Jacobi , cuya selucion -cuando la hay, esto es, cuando el sistema ey



integrable- es la funcidn generatriz que define la transtormacion. Esta funcion es la accion
del sistema origiral.

Al pasar al nivel de descripcion cudntica, una transformacion candnica es cualquier
operador S que sea unitario, estoes, que S™' =S *T que no es otra cosa que un operador
de rotacion en el espacio de Hilbert, [3]. Y se dice que es canonica porque la ecuacion de
Schroedinger es covariante frente a transformaciones unitarias S. Un ejemplo concreto de
transformacion canodnica cuéntica es el cambio de la representacion de Schroedinger a la
representacion de Heisenberg, y viceversa [3].

Estrechamente vinculada a la teoria de las transformaciones canénicas, la rigurosa
identidad formal entre la mecanica clasica y la optica geométrica [4.5] permite usar
sistemas equivalentes indistintamente entre uno y otro campo: ¢l rayo y la trayectona son
sistemas equivalentes debido a la identidad entre el principic de Fermat y el principio de
Hamilton (descripcién de rayos y trayectorias, respectivamente). O bien, si usamos los
duales geométricos, que en este caso son superficies perpendiculares, al rayo le
corresponde un frente de onda y a la trayectona un frente de accion constante, y entonces
los principios que corresponde usar son los "duales" de los anteriores, que se reducen a
uno solo: el principio de Huyguens a ‘a Huyguens -esto es, sin fendmeno de
intereferencia-. En el caso mecanico, la expresion matematica del principio de Huyguens es
la ecuacion de Hamilton-Jacobi [5]. De hecho, como sucede con los sistemas equivalentes
de la teoria de Hamilton=Jacobi, un rayo o frente de onda de luz es el analogo de un
sistema mecanico con hamiltoniano cero.

La busqueda del principio analogo al de Huyguens de la optica, pero a fa Fresnell (o
sea, permitiendo la intereferencia de las ondas), llevo a Schroedinger 2 la famosa ecuacion
de la mecinica ondulatona en sistemas cuanticos {1,5].

E! uso de sistemas equivalentes es también la piedra anguiar de las reorias de
perturbaciones que se usan en las tres mecanicas: clasica, cuantica y estadistica. De nuevo,
el sistema real S de hamiltomane H es remplazado por uno equivalente §, con
hamiltomano F,. Las propiedades de este 4ltimo son bien conocidas y sirven de base para
generar las del sistema de interés. Y aunque la equivalencia en estos casos es aproximada,
su aplicacion es muy extensa.

En los sistemas cuanticos, el método de perturbaciones es un caso particular de I»
teoria de transformaciones unitarias (que, como hemos dicho ya, son las transformaciones
canonicas cuanticas), pues la  perturbacién puede ser replanteada como  una

transformacion de este tipo {3,6,7]. Si H'es la perturbacion, tal que H = Hy, + H',

entonces los estados propios i‘ 0) de H, no lo seran de f{ por efecio de A, esto es H no



es diagonal en la base %‘P()); pero se puede diagonalizar con un operador unitario de la

forma § = exp(—AM) donde M es otro operador, hermitiano, y A hace las veces de un
parametro de perturbacion que, sin embargo, no esta restringido a ser "pequefio”, como
en los formalismos perturbativos tradicionales. La transformacién canonica S constituye
una regla de mapeo entre estados cuanticos; por tener inversa, permite relacionar
indistintamente los vectores de estado y las propiedades (operadores) de Sy §,,. Visto
geométricamente en el espacio de Hilbert, los estados propios i‘{’()) de H,, se pueden
rotar para transformarlos en los kets |'¥) de // . Pero como las rotaciones se pueden
hacer también a la inversa, no hay ningun impedimento para transformar a |'¥) en {‘lﬁ,):
las propiedades del sistema real pueden transformarse para generar las del sistema
equivalente. Aunque la equivalencia es aproximada, resulta que en este nivel de
descripcion deja de existir un sistema preferente en cuanto a quién es el "aproximado" y
quien es el original, y esto lo puede decidir el observador segun cual sea ¢l grado de
conocimiento que tenga de ambos. Esta filosofia y la busqueda de transformaciones
analogas, con sustento fisico, aplicables a la mecanica estadistica de liquidos, es el /eit-
motiv de la presente tesis.

En la seccion siguiente se estudiara la manera de definir sistemas equivalentes en fa
mecanica estadistica de liquidos, v ya en este contexto, en la seccién 3 introduciremos un
tipo especial de ellos, que llamaremos canéricos, con fundamento en un analisis sobre

teorias de consistencia termodinamica que guardan cierta similitud con las teorias de

transformaciones candnicas en la mecanica clasica y la mecanica cuantica.

2. Sistemas equivalentes en la mecdnica estadistica de liquidos.

Como se menciono anteriormente, el método de perturbaciones se ha desarroiiado
también como una herramienta de ia mecanica estadistica. En el caso de los liquidos este
método ha sido muy exitoso debido ai rol predominante que desempefan las fuecrzas
repulsivas intermoleculares en el comportamiento estructural vy termodinamico de los
flutdos densos. Aprovechando este hecho, el potencial intermolecular del sistema "real”

o(r) se puede dividir en dos partes
0(r) = oulr) + a9 (1)

donde ¢ ,(r) es la contribucion repulsiva de corto alcance, y Ad es la paite atractiva, de
largo alcance y que varia suavemente con la distancia. La aproximacion perturbativa

consiste en usar a d);e(r) como el potencial del sistema de referencia y a Ad como la



perturbacion. Del mismo modo como sucede en las teorias de perturbaciones de la
mecanica clasica y la mecanica cuantica, las propiedades del sistema de referencia se usan
para generar las del sistema real.

Existen varias teorias de perturbaciones que difieren segun la manera de efectuar la
separacion (1) y en ¢l calculo de los términos perturbativos [8-14]. En todas ellas, las
propiedades del sistema de referencia se calculan definiendo un sistema equivalente de
esferas duras (HS; del inglés hard spheres), cuyo potencial es

(0 8i F <Gy
dps =30 . . (@)
Osirzoy

y cada teoria tiene una particular forma de cdomo definir al sistema cquivalente HS.
Por ejemplo, en la teoria WCA [10,11], la estructura del sistema de referencia es
aproximada a la del fluido HS mediante la funcion de cavidad.

)’R(r; P, T) = }"Hs(";p,c;;gl [pﬂ‘]), (3a)

donde y,(r) = gR(r)eN‘('), p es la densidad del fluido, 7 su temperaturay § = 1/A7
En (3a) el diametro G%A es funcién del estado termndinamico, y se obtiene de la

regla del blip:

fdryus(r)[e“’*"’) - e”"’"-f(”] =0 (3b)

La ecuacion (3a) es el término de orden cero de la aproximacion perturbativa de
y,((r). Es una aproximacion al nivel de una propiedad estadistica, ademas, la regla (3b)

implica también una aproximacion para una propiedad termodinamica, pues a orden unc en
el desarrolio perturbativo de la energia libre de Helmholtz se tiene que :

AR(P- T) = A;/s(p, r, 071? [p, 7]) (3¢}

Las ecuaciones (3) son la definicion de una transformacion entre un sistema repulsivo
arbitrario y un sistema equivalente de esferas duras. La equivalencia es para una propiedad
estructural, ecuacidn (3a), y para una termodinamica, ecuacion (3¢).

Con las propiedades del sistema de referencia determinadas por (3), se requiere de

una segunda aproximacidn perturbativa para incluir los efectos de la interaccion atractiva
Ad [12]. Al nivel de la estructura, la aproximacion de orden cero es

y(r) = yu(r) (4a)
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mientras que para la energia libre 4 =2 requiere al menos la aproximacion de orden uno

Alp, T) = A,(p, T} + 2nNp .[: drr* Adg o (r) (4b)

donde N es el nimero de particulas que componen al flutdo, y las propiedades del fluido de
referencia se obtienen de (3).

Sin embargo, en esta aproximacion solo hay equivalencia enire la estructura del
sistema real y la del sistema de esferas duras (ecuaciones (3a) y (4a)). La equivalencia al
nivel de la propiedad termodinamica 4, existente en el caso repulsivo (ecuacion (3¢)), se
pierde en (4b).

Una manera de recuperar la equivalencia tanto en la estructura como en ia
termedinamica es con la teoria de perturbaciones SW-WCA {15,16]. En esta teoria, el
sistema de referencia en la separacion (1) es un fluido de pozo cuadrado (SW. del mngles
square-well,

0 5i r <Oy
o) e - . ~ -
dewlr) =4 —egy $I Ogp € r<Ag,y (5)
0 si rzAogy

por io que en la apoximacidn perturbativa se esta introduciendo a orden cero informacion
sobre fuerzas atractivas.

La manera como se define el sistema equivalente SW nara el fhudo real es la siguiente.
El fluido real es un sistema dec N particulas que interaccionan con un potencial
intermolecular binario ¢(7); el fluido esté a una temperatura 7'y tiene una densidad p =
NV, donde 17 es el volumen ocupado por las particulas El potencial &(r) esta

caracterizado por una distancia o, que generalmente es la posicion donde se anula &7 ),

y por una cnergia €, que es el minimo valor del potencial: ¢ir )= -5 Los parametros del

m’

SW equivalente son las soluciones de los blips

rlfl ™
J drrzym(r){e"ﬂ’m - e"MSW(”J =0 (Ga)
0

j drry g (r)]e ™ — e 2 0 (6b

]

junto con una regia de asignacion para la profundidad del pozo cuadradoe,
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Esw =8 (6¢)
La estructura del sistema es aproximada con la del SW,
¥(r) = ysw(r) (6d)

y ademas, las ecuaciones (62-6d) garantizan la izualdad a orden uno en perturbaciones de
las energias libres de Helmholtz:

A(P‘ T) = Agw (P, T, GSW[P, 7‘], Mgy [P, 1] 8;:w) © (6€)

Las ecuaciones (6) constituyen la definicion formal de una transformacion S entre el
sistema original y el equivalente: para cada estado termodinamico (p,7T) existe un sistema

SW con parametros 6 w(p,T), AMp,T) v €4, dados por (62-6¢), de tal modo que las
coordenadas termodinamicas reducidas {p03,kT/sj del fluido original se mapean en las

coordenadas del sistema equivalente {pciw,kT/aSW}. Ademas, las propiedades

termodinamicas y estructurales del sistema original quedan referidas a las del sistema

equivalente; esta especificacion completa la regla de transformacion entre ambos fluidos.

3. Teorias con consistencia termodinamica

Si bien las teorias mencionadas permiten aproximar bien las propiedades de liquidos
reales, no siempre es postble garantizar que tanto la estructura como la termodinamica sea
la 6ptima. Relacionado con este problema esta una cuestién mas fundamental, a saber, si es
posible de manera general formular ura teoria en la mecanica estadistica que de entrada
postule consistencia entre la estructura y la termodinamica calculadas con sistemas
equivalentes.

Para el caso de los fluidos simples, el problema puede plantearse de la siguiente forma
Se tiene un sistema S de particulas cuya interaccion binaria es ¢{r) y su funcion de
de g(r). De todas ellas, la fundamental en la descripcion canénica (o, 7) es la energia
libre de Helmholtz 4 - el potencial termodinamico que determina el equilibrio
termodinamico-. Independientemente de la naturaleza del sistema fisico en cuestion, existe
consistencia entre la informacion estructural determinada por g{r) y la informacion

macroscopica o termodinamica dada por el potencial termodinamico . Asi, dos

propiedades fundamentales del sistema como son su presion [/’ v su energia interna [/



deben valer lo mismo independientemente que se calculen via la ruta termodinamica o via

la estadistica. Por la ruta termodinaimnica se tiene

BU| &HBA/N)

b= 7
NPT 7
E‘.)" pﬂ%L@ (7b)

mientras que por la ruta estadistica

g
QN‘ = 24 o drg(a(r (79)
i 5o
B o1-Lpy j dr g(ryr 3 (7d)
P, 6 or
L2 consistencia termodindmica implica para {/ la igualdad de {Ga) y (6b):
/ R/
puj _BU (82)
N, NI,
y para P la igualdad de (6¢) y (64d):
¥ )ll
PP BF (8b)
P il p e

Si la funcion de distribucion radial ¢(r) no fuera la exacta, las ccuaciones (8) no
necesariamente se cumplirian.

Pensemos ahora en un sistema equivalente S, de particulas que interactan con un
potencial ¢,(r). Las propiedades termodinamicas y estructurales de S, son hien
conocidas, y lo que se desea es obtenzr con ellas las propiedades del sistema original .S .
Esto es, suponemos que los espacios y propiedades termodinamicas de Sy S, se mapean
de acuerdo a una transformacion S bien defimda Pero como la funcién g(r) obtenida de
este modo ya no es la exacta, la pregunta es: Jla  tunsformacion S preserva la
consistencia termodinamica?.

Notese que esta preocupacion es simiar a la filosofia de las transformaciones

candnicas discutidas con anteriortdad. A final de cuentas se busca un hamiltoniano
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microscopico, el del sistema equivalente, que no nada mas represente las propiedades del
sistema real, sino que ademas preserve la norma o canon de la consistencia termodinidmica
original.

Las transformaciones (4) y (6) vistas en la seccion anterior no cumplien con las
condiciones de consistencia termodinamica (8). Sin embargo, si es posible reformular las
teorias de perturbaciones WCA y SW-WCA para garantizar esta consistencia. Antes de
proceder a su discusion, convendra describir una teoria de ecuaciones integrales que usa el
argumento de consistencia termodinamica (8) para definir un sistema equivalente de

esferas duras. Esta teoria es la_ecuacidn de la _cadena hipertejida_refenda (reference

hypernetted chain equation, RHNC) [17,18,19]. Su exposiciOn servira entonces para

plantear una teoria general sobre sistemas cquivalentes candnicos.

3.1 Teoria RHNC

La funcion de distribucion radial g(r) esta definida rigurosamente como [ 20]

Ay e
N(N -1) u(r¥) ST I ﬁ\"':"’ 5\" ‘; gt
glr) = “"“‘—z‘fw——'—fdwr eV e Feesdyy € 9)
P QN & )

donde p = N/} es la densidad del sistema de N particulas en un volumen 7y que

interactian con un potencial total I/ (r"). que describiremos como aditivc por pares:

ety =3 ol ) (10)

(., es la funcidn de particion configuracional,

’

Y 4t 0o, £ ;
AN I — i oA ,
0. :jd"re ’ - | a e e, . iy

/

A
La funcion gfr) es la informacion esencial que se requiere para peder determinar las

propiedades estaticas de liquidos clasicos homogéneos, que se suponen formados por
, i . , Sy e Y e .

moléculas que interaccionan via un potencial efectivo binario «;‘)l‘r;;). El conocimiento de

g(r) depende, de acuerdo a los analisis graficos, de la solucion de dos ecuaciones {21221
S(r) pj df’h(r’)c(]r -r') (12a)

g(r)

e~[‘¢(r)».‘?{r)~ Bir)

1

{(12b)



Estas ecuaciones se pueden reescribir de diferente manera, pero para nuestros
propositos esta seleccion es la mas conveniente. En (12) i(r) es la funcion de correlacion
total, S(r) es la funcidn serie, C(r) es la funcion de correlacion directa y B(r) es la funcion
puente. Otras dos funciones que seran utiles en las discusiones de este capitulo son: la
funcion de fondo, a veces llamada tambien de cavidad, yir) = g(r)ew’), y el potencial de
la fuerza promedio, BY(r) = ~In g(r). No todas las functones involucradas en (12) son
independientes, pues h(r) = g(r) ~1y S(r)=hlr)- C{r), por lo que en realidad (12)
es un sistema de dos ecuaciones con fres incognitas. Para poder tener una solucion

completa del sistema con potencial d)(r;j), se requiere entonces de una cerradura o

relacion extra entre las funciones. En la literatura existen vanas teorias de ecuaciones
integrales que se sustentan en variantes, casi todas, de tres cerraduras clasicas, de origen y
razoén fisica diferentes [20]:

1. Percus-Yevick /PY):

B(r) =1+[C(r) - g(")] + W[C(r) - g(r)] (13)

2. Aproximacion esférica promedio (mean-spherical approximation, MSA):

C(r) = -po(r) (14)

3. Ecuacién de la cadena hipertejida (ypernetted chain equation, HNC):

B(r)=0 (15)

El punto de partida de la RHNC fue el estudio debido a Lado [17] sobre la
aproxiinacion de la funcion puente en la cerradura HNC. En esta teoria el potencial

intermolecular binario &(r) se separa como ¢n (1)

olr) = 9,(r) + 9,(r), (16}
en donde &,(r) es la contribucion repulsiva de corto alcance y (bl(r) es la contribucion
atractiva, de largo alcance, pero de valor pequefio respecto a ¢, (r). de tal forma que se
pueda considerar como una contribucion perturbativa. La teoria RIHNC supone, a
diferencia de la aproximacion (15) de HNC [22], que !a contribucidn a los diagramas de la
funcion puente debida a la interaccion ¢, (r) es nula, pero que la asociada a ¢O(r) no.
De esta manera el puente del sistema es:

4. Ecuacion de la cadena hipertejida referida (RHNC)

B(r) = B(r) (17a)
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Tres elementos adicionales hicieron posible la aplicacion de esta teoria para modelar la
estructura de fluidos simples clasicos:

a) Rosenfeld & Ashcroft [23] demostraron que para sistemas de naturaleza fisica muy
diferente (plasmas coulombianos y fluidos de esferas duras) la funcién puentc tiene la

misma forma funcional, y propusieron al puente I)Hs( -} del sistema de esferas duras como

el puente genérico (17a) de la RHNC, para cualquier potencial o(r)

‘?()(r) = Bus(r;ons)- (17b)

para lo cual resulta nesesario tener un criterio de seleccion del diametro optime de esferas
duras ;.

b) Lado [18] propuso un criterio termodinamico iocal para la seieccion del diimetro
0,5, Siguiendo las mismas ideas que lo llevaron a proponer la teoria RHNC . Si se requicre
que la energia libre de Helmholtz A del fluido, calculada de fa solucion (12) con la
cerradura (17a) y el puentz (17b), sea minima, entonces o, debe tomar el valor tal que

J‘j"{g(") " 8us ")]‘7!1\ “Oﬁ/’{i”" q“'q“‘)“ =0 (17
00 ;5

El criterio (17¢) garantiza ademas consistencia termodinamica entre los valores de la
presion Py la energia interna {/ calculados por relaciones termodinamicas, a través de A, y
directamente de la funcidn g(r).

¢) Labik & Malijevsky [24,25] obtuvicron una parametrizacion de B,,\( ) para todo
valor de fa distancia 7 v como funcion explicita de la densidad, de tal manera que la
derivada en (17¢) se puede evaluar dircctamente.

La teoria RHNC con los elementos a), #) v ¢/ ha demostrado ser la teoria de
ecuaciones integrales mas exitosa en la actualidad para una variedad de sisiemas
simétricamente esféricos: plasmas [10], sistemas lennard-jones [19,26] v exponencial seis
[27], potenciales repulsives de fluidos kiharas no esféricos [28]. En el capitulo V de esta
tesis presentamos resultados para el sistema pozo cuadrado, probando que ia teoria cs
aplicable tamhién a sistemas con potencial discontinuo con resultados excelentes En todos
los cases mencionados, las predicciones de las propicdades estructurales v las
termodinamicas se encuentran dentro de la precision de los datos generados por
simulacion computacional.
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3.2 Sistemas equivalentes canonicos

La teoria RHNC es un ejemplo de definicion de un sistema equivalente esfera dura
que garantiza la conservacion de la consistencia termodinamica (8). La transformacion
esta dada por las ecuaciones

yrip,T) = 5 Smyo(rip, 7,058 [p 1)), (170

Sir) = pjdf'h(r')c(!r -r) (12a)
A 31/5;(";0 H::)

[dr[g(r) - gus(r)l s —22-252 = 0 (17¢)

=
COps

La ecuacion (18) es la condicidon de igualdad de los puentes, ecuacion (17b)
reexpresada con la funcion de cavidad y(r) y la funcidn serie, segun la definicion de »(r)
y la ecuacion (12a).

La justificacion fisica de esta transformacion es la aparente universalidad de los
diagramas puentes. Existe numerosa evidencia de que la funcion de cavidad tiene tambié
un comportamiento cuasi-universal, hecho que puede explotarse con criterios adecuados
para el mapeo entre los estados terimodinamicos del sistema real y el sistema equivalente.
En la teoria SW-WCA, por ejemplo, la estructura de § es aproximada por la funcion de
cavidad dc .S, de acuerdo con la ecuacion (6d) y con los parametros de pozo cuadrado que
resuitan de resolver los blips (6a) y (6b). Nétese que en la teoria RHNC las relaciones
equivalentes son de solucidn mas complicada porque implican la resolucion de la ecuacion
integral OZ. Surge de manera natural la inquietud de que si no es posible construir una
teoria con consistencia termodinamica y que sea de estructura matematica mas sencilla que
la RHNC. La respuesta es si, pero al nivel aproximativo de una teoria dz perturbaciones y
para sistemas con interaccion repulsiva: Lado {29] probé, siguiendo un formalismo tipo
RHNC, que se puede reformular la teoria WCA exigiendo consistencia termodinamica,
obteniéndose mejor poder predicitive que la version original WCA.

En esta investigacion doctoral se generalizé el método de Lado para el caso de
sistemas con interaccion atractiva, lo que expondremos en detalle a continuacion.

Del mismo modo que como se considerd en la seccion anterior, el potencial

intermolecular ¢(r) se describira usando un esquema perturbativo:

o(r.8) = d,(r;o,8,1) + &6, {r) (18)

18



donde el subindice cero identifica al potencial del sistema de referencia y el subindice uno
al potencial perturbativo. La ecuacion (18) es mas general que (16) en dos aspectos:
primero, se esta usando explicitamente, por conveniencia en el desarrollo matematico, un
parametro de "carga" § € {0,1] de tal modo que para § = 0 la ecuacion (18) da el potencial
de referencia y cuande & = 1 describe al potencial completo; y segundo, el potencial de
referencia es arbitrario y, por lo mismo, puede tener no sélo informacion repulsiva, como
en (16), sino también atractiva, como sera el caso discutido mas adelante. Se ha escrito en
(18) la dependencia explicita de ¢o(r) en tres parametros: una distancia G, una energia g y
un parametro adimensional A que determina la forma del potencial. No esta por demas
aclarar que se suponen conocidas las propiedades estructurales v termodinamicas del
sistema de referencia.

La energia libre de Helmholtz configuracional del fiuiddo se obtiene de la funcién
O, (ﬁ) definida en (11) y calculada con (18):

A°(E) = kT n O, (¥) (19)

La diferencia de las energias libres entre el sistema con £ arbitrario v el sistema de
referencia (indicado siempre por el subindice 0) se puede expresar, segun el teorema
fundamental del calculo integral, como

s cA°(E))
ey
9 &i'

Usando (19) para calcular la derivada, la ecuacién (20) se puede recscribir en términos

4°(g) ~ 4°(0) = z

20)

de la funcion de pariicion Q. (), y con el uso de la defincion de g(r), ecuacion (9). se
s oSO

obtiene la siguiente relacion entre A° v la funcion de distribucicn radial:

A(8) = A4°(0) = —pNk7 [' ' [ g(r; )00, () @1

La integrai respecto a la variable de acoplamiento § se puede evaluar mediante el uso
de la relacion exacta (12b). Para ello sera ilustrativo reexpresar el potencial de la fuerza
promedio como

Y(r) = olr) + wir) (22a)

donde w(r) hace las veces de un potencial "indirecto", que de acuerde a (12b) vale

rigurosamente
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By(r) = ~[S(r) + B(r)] = —In y(r) (22b)
Ast,
2(7‘) _ e-w(r) - e‘B[¢(r)+w(r)} (22¢)

y derivando respecto a &',

Og old+ vy
& _ppdey)
ct ot

00 o e OV
= ~-Bd,g Bga&,'

ol gv] cg
= ~B.g - P+ Py ==
fo.g - B & By &

Si de esta Gltima expresion se despeja Bd,g, que es el integrando de (21), entonces

olg + gBw] + By og
a&’ (‘?Lt,'

Bog = -

Hle-ginyl |
("}‘EJI 6&!

Evaluando en (21) primero la integral respecto al parametro de carga, se tiene que
4 : ,
[F B, (Pelri &) = g(r:2) + glr:8)1n v(riE) + g(r;0) = 2(r;0)1n y(r;0)
) ag(";é')
&’

El procedimiento seguido en las ecuaciones (22) ha sido para extraer la mayor

~[arin e (22d)

informacion posible de la integral respecto a €. Es a este nivel que es necesario hacer
aproximactones propias de la teoria RHNC. De acuerdo a (22b), ¢l logaritmo natural de la

funcién y es la suma de la funcion serie Sy la funcion puente B, por lo que

j ' n y(r. &) CQ(L = ) = J';di'[b'(r;i') + B(ri)]_f‘f(_’_é)_
(0 0

Lado [29] demostro que la integral que involucra a S puede evaluarse mediante el uso

de [a relacion de Ornstein-Zernike (12a) en el espacio de Fourier. De esta manera resta la
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integral que contiene a B, pero con la hipotesis de Rosenfeld & Ashcrott [23] acerca de la
"universalidad” de B, entonces B(r;&) = B,(r) = B,.(r.0,,) y también se puede obtener
la cuadratura de manera inmediata. La formula (21) para la energia iibre configuracional
termina siendo una sola integral, respecto a la variable de posicion. Al requerir que esta
energia sea minima, como lo exige la condicion de equilibrio en el ensamble canodnico, se
obtiene la condicion (17c) para la seleccion de! didmetro o, y las relaciones de
consistencia termodinamica (8).

Si se supone que ademas de la funcién puente también la funcion serie es de tipo
"universal”, o bien, que su dependencia en el parametro £ no es muy fuerte, entonces de la
ecuacion (22b) se sigue que el potencial indirecto y la funcion de cavidad no dependen del

parametro de carga:
B(ri&) = B,(r), S(r;8) = S,(r) = w(r;&) = w,(r) = y(r&) = y,(r)  (23)

De hecho, es bien conocido que la funcion de fondo no depende fuertemente de Ia
forma del potencial mas que en los rasgos esenciales (una parte repulsiva de corto alcance
con una perturbacion atractiva), por lo que Ia hipdtesis (23), mas estricta que Ja de RHNC,
no es muy arbitraria. Con la ecuacién (23) la integral restante (22d) es reducida de nuevo a
una cuadratura, y la expresion resultante para la energia hibre es, escogiendo el valor & = |
que describe al sistema de interés,

AE =1 - A = z P—g—/— Jdr{;@,(r) ~g()+g(r)np(r) - glr)in y,)(r)} (24)

Como en el caso de la RHNC, se requieren criterios para la seleccion de los
parametros del sistema de referencia. Lado [29] probo que st se escoge al fluido de esferas
duras como sistema de referencia, entonces la condicion extremal 84 = O impone una
vaniante de (17c) para escoger el didmetro o,

- 04 volr ) ,
jdr[e b _ ¢ P“}J,,S ——~—0—g—~ LOEA) (2
O s

Los resultados que se obtienen con esta teoria de perturbaciones resultan superiores al
criterio WCA.
La ecuacion (24) expresa a la energia libre 4° como un funcional de yv(r) y yo(r'f).

El requisito extremal! 64 = 0 respecto a estas funciones sobre (24) da como consecuencia
el par de ecuaciones



[ar{g(r) - g,(r)piny,(r) = 0 (26a)

[dr{e pe ln( »(r) )10} (r)=0 (26b)

Por la hipétesis de la que partimos, ecuacion (23), la ecuacién (26b) se satisface
automaticamente. La otra relacion garantiza la consistencia termodinamica para la presion
y la energia interna, como en el caso de la teoria de ecuaciones integrales RHNC.

Como estamos suponiendo que el potencial de referencia depende de tres parametros,
¥y = ¥(r;0,8,0) =
Sy, = Do, So + =2 wy - D SA

‘ do e U.X

y entonees (26a) se descompone en tres integrales independientes, asumiendo vartacion

desacoplada de los tres parametros:

5

Jdr{c"m"(" i )L:-E—}A}—O—— = (27a)

j dr[c"M(’)- w0}y Folr) 0 (27b)
: oc

jdr[c"“’”) e Mo(r;b ‘{_gizf_) =0 (27¢)

Al calcular la energia interna {/y la presion P de la energia libre (24) se encuentra que

3 1 - PR TG
BU/IN = -—2— pIdr glr)olr) - = pjdr {e P g P }xig—'—

1
2

( Sy
BPlp =1~ ——BpJ'drg r?%\rr) - I—J dr{e ™ - et} Hu

de donde resulta evidente que las condiciones (27) garantizan la cossistencia
termodinamica en el calculo de I/ (con ecuacion 27a) y de P (con ecuaciones 27b y 27¢).
Es asi que se tiene una transformacion S definida por _v(r) = _yo(r), esto es,

equivalencia en una propiedad estadistica, v por las reglas (27) que preservan la



consistencia termodinamica, ademas de que el sisterna equivalente tiene interaccion

atractiva. Sin embargo, la expresion final para la ecuacion (24) resuita ser

A = AS + 1 P,‘.Y. jdr[e““(”’ _ e‘”’“"ﬂ],vo(r) (28)
20 [
por lo que, al igual que como sucede con la teoria de Lado [29], la equivalencia al nivel
termodindmico se pierde con la correccion hecha para introducir la consistencia
termodinamica.

Es importante hacer notar también que ¢! potencial ¢, del sistema equivalente en
realidad esta definiendo a una familia de sistemas, pues el parametro A distingue a un
sistema de otro. Esto es, el potencial &, es no conforme, pues diferentes valores de A dan
diferentes formas de ¢ dg(A,) v $,{A,) no son escalables si A, #%,. Esta no
conformatidad de sistemas se reflejara sensiblemente en las propiedade. termodindmicas;
por ejemplo, las propiedades criticas son funciones de A. De este modo, {as regla de mapeo
(27) son un conjunto de tres ecuaciones acopladas cuva solucion da los valores de o, e y A
del sistema equivalcate. Como este mapco es funcion del estado termodinamico (p,T),
para diferentes estados se tendran diferentes sistemas. Las reglas de mapeo (27)
constituyen en realidad la definicion de una familia de sistemas equivalentes {S(,(M}.

todos eilos con el mismo potencial gencrico, ecuacion (18).

3.3 Sistema canonico de pozo cuadrado

La teoria anterior es valida para cualquier potancial binario 4 (r) de tres parametros
con funcion y, concida. El fluido de pozos cuadrades (SW), con potencial (5), es uno de
los sistemas de tres parametros mas sencillos que posee la forma basica de los potenciales
intermoleculares "reales”, al incluir tanto una region de repulsién como una de atraccion.
El parametro adimensional X da !a forma del potencial, determinando el alcance de la
interaccion atractiva. Este sisiema ha sido estudiado exhaustivamente con todas las
técnicas de teoria de liquidos (ecuaciones integrales, teorias de perturbaciones, simulacion
por computadora con métodos de Monte Cailo y dinamica molecular), v existen en la
literatura del orden de una veintena de ecuaciones de estado para describir sus propiedades
termodinamicas, con diferentes niveles de exactitud. También se tiene unz forma
parametrizada de su funcién de cavidad, lo que permite explorar cuantitativamente el uso
del sistema SW como sistema canonico.

La fiincion de fondo del SW se puede expresar en términes de la del fluido de esferas
duras {15]

[ S8
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.VSW('") = L("))’ﬁs(r) (29)

donde L(r) es un polinomio lineal en r ajustado para dar los valores correctos de y, (r)
enr =c yenr= Ao. Estos valores se obtienen directamente de una ecuacién de estado
para la energia libre de Helmholtz del sistema SW, como se describe detalladamen:e en el
capitulo TV,

Se estudid el procedimiento descrito en el inciso b) con el sistema SW y la
parametrizacton anterior [15] para representar las propiedades de! fluido lennard-jones,

cuyo potencial es

r J 5

o, (r) =4e,, (E-’i'i-}m_.[i’_&f_j}

Se usaron dos ecuaciones de estado para la energia libre ag,. = BAg, /N, las Hamadas
EOS1 y EOS2, que se explican en extenso en ¢l capitulo V. Se encontro que para ¢l caso
general de la consistencia termodinamica entre {/, P y A el conjunto de ecuaciones (27)
tienen solucion pero a temperaturas 7™* = k7/e,, 2 2 y con resuitados de baja exactitud
en la estructura para densidades menores que 0.5, La figura 1 muestra la turcidn de
distribucion radial que se obtiene asi para el estado termodinamico p* = 0.4 en 7% = 2,
usando EOS2. Se compara con la solucion RHNC v con la solucion que se obtiene con la
teoria de perturbaciomes SW tipo WCA (SW-WCA) [16]. Resulta claro de la figura 1 v de
la tabla I que la exigencia de la consistencia termodindmica no mejora la prediccidn SW-
WCA.

Resultados similares se obtienen a otras temperaturas, dende la tendencia del
comportaniento de los parametros del SW {Gw A S.S;,,} es semgjanie a la mostrada en la
tabla 1. La energia €* = ¢,./s,,, en particular, tiende a tom:ur valores menores que la
unidad a densidades p* < 0.5, lo que hace que el sistema SW equivalente se encuentre a
una temperatura reducida 7y, = 1'/e, mayor que la del fluido L.J. Pero cuando
p* > 0.5, e* tiende a fluctuar alrededor de la unidad, por lo que 75 ~ 7' * Cuando
I < 2 se obtienen soluciones solo a densidades menores que 0.4, v con ¢* << 1, de tal
modo que el sistema equivalente SW debe de estar a temperaturas 7., mucho mayores

que 7*, como si e} fluido SW tuviera que asemejarse a uno de esferas duras para mapear al
Ll

St se usa solo la consistencia termodinamica entre 2 v 4 suceden dos cosas: 1) la

estructura y la termodinamica predichas es comparable 0 mejor que SW-WCA, pero 2) las
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ecuaciones de mapeo (27b) y (27c) no ticnen solucion o es no fisica (A < 1) para
densidades p* > 0.7. La figura 2 compara la g(r) obtenida de (29) con EOS2, en el mismo
estado de la figura 1, con las soluciones RHNC y SW-WCA. La tabla II muestra la
prediccion para Z = BP/p en T™*= 2. Se observa que la prediccion es mejor Gue cuando se
usa la consistencia termodinamica total,

Tabla I. Comparacion del factor de compresibilidad Z = BP /o para diferentes teorias:
Zp-y = consistencia termodindmica entre presion P, energia interna Uy cnergia libre A;
Zapuea = teoria SW-WCA; Zyp= solucion RHNC. Las variables reducidas son
p* =pol,, eX =gy /e, 6F =0y /o, . La temperatura es T* = kT/e = 2.0 y la
densidad ¢s p* = 0.4

p* | G* A g* Zoiy Zawn i
0.1 092455 1.86357 0.49008 0.865 ).872 0.889
0.2 0.92325 1.86613 0.48085 0777 0.775 (.824
0.3 0.9304% 1.83623 0.49963 0,740 0.723 0 815
0.4 0.92420 1.91488 045351 0717 0.745 0 8382
0.5 0.91969 2.02469 0.41729 0.557 0.905 1.074
0.6 1.02521 1.51370 1.97239 0811 1316 1.462
0.7 0.98739 1.39488% 1.05263 1.728 2.153 2. 182
038 0.99206 1.32573 1 14090 2.7¢9 3.686 3294
0.9 0.98644 1.30931 1.1220¢6 4218 06.251 S.086
1.0 0.98093 129165 1.09051 G276 15,172 7563
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Tabla 1. Comparacion del factor de compresibilidad 7 = (3P [p para difcrentes teorias:

Zp, = consistencia termodindmica entre presion Py energia libre A; Zgyey = teoria
s . . . . 3

SW-WCA; Zpyne = solucion RHNC. Las variables reducidas son p* = poy,,

e* =g, /8,,, O =0y /0, . La temperatura es T* = kT[e = 2.0y la densidad es
p*=0.4

pr c* A Zps Zswwea Zpsinc
C.! 1.01580 1.50731 0.871 0.872 0.889
0.2 0.99943 1.51542 0.780 0.775 0.824
0.3 0.99979 1.50540 0.739 0.722 0.815
0.4 0.99863 1.48188 0.761 0.745 0.582
0.5 0.98462 1.46871 0.947 0.905 1.074
0.6 1.00694 1.39739 1.404 1.316 1.462
0.7 1.00360 1.36061 2.396 2153 2.152

4. Conclusiones

En este capitulo se ha visto que es posible definir formalment: sistemas equivalentes
que preservan la consistencia termodinamica, ecuaciones (8), pero que llevado a la
practica, usando al fluido SW como sisterna equivalente de un fluido Lennard-Jones, las
ecuaciones de mapeo (27) no tienen solucion satisfactoria para la consistencia total (P, Uy
A) o la solucion es parcial (P y A) y no en todo el espacio termodinamico completo. Estos
resultados no significan que la teoria no sea del todo aphicable, pues queda por determinar
si la parametrizacion (29) es adecuada, tomando en cuenta que son las derivadas de y,,
respecto a los parametros del potencial lo que se necesita en las ecuaciones (27). Como el
uso de EOSI1 en lugar de EOS2Z en (29) no varid significativamente las tendencias
observadas (salvo en las regiones de densidad p* > 0.7, donde EOS! deja de ser
adecuada para el sistema SW; ver capitulo V), parece ser que es la forma de la

interpolacion (29) lo que puediera introducir las desviaciones observadas, de no ser
inherentes al sistema SW mismo.
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De cualquier modo, en el capitulo IV se vera otra variante de procedimiento
perturbativo en donde alrededor de la densidad de p* = 0.7 se obtienen soluciones dobles,
fisicamente viables, para un sistema de ecuaciones de mapeo similar a SW-WCA En el
caso aqui estudiado con consistencia termodinamica parcial, en esta misma region de
densidad se obtienen sistemas SW "invertides”, esto es con A < 1, por lo que pareciera ser
que un método de consistencia termodindmica pudiera detectar muy claramente
situaciones de ambigiedad fisica como el que se expondra en IV. Como existen otras
evidencias de que el sistema SW presenta dos tipos de estructura microscopica en esta
region de densidades [30], se puede concluir que independientemente de los problemas
que tenga una parametrizacion como (29), el sistema SW per se pudiera no ser adecuado
totalmente como modelo de sistema equivalente canodnico. Por ejemplo, un sistema con
potencial de Yukawa o con potencial de pozo triangular (ver capitulo V) pudieran ser mas
adecuados como sistemas de referencia.
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CariTuLo I
TEQRIA DE SISTEMAS EQUIVALENTES. il
SISTEMAS EQUIVALENTES CINETICOS

L. Introduccién

En el capitulo anterior se definieron los sistemas equivalentes canonicos como
aquellos que preservan la consistencia entre la informacion estadistica y la termodinamica
y se formalizo la teoria al caso de sistemas equivalentes con potencial de tres parametros.
Pero se encontré que no es posible usar al fluido SW como sistema candnico en tedo el
espacio termodinamico por mapear, lo cual impone ura limitacion practica al sistema SW
para generar ecuaciones teoricas de estado de sustancias reales. Como ya se merciono,
para poder usar a un sistema como candnico se requiere del conocimienio de su funcion de
cavidad y(r) como funcidn del estado termodinamico y del parametre que define la forma
del potencial, y esto no existe, hasta donde satemos, salvo para ¢ caso S5W.
Independientemente de que sea necesaria 'na mejor represeniacion de la estructura del SW
o la obtencion de parametrizaciones para otros sistemas como el de Yukawa, para asi
poder estudiar con mas detalle la aplicabilidad de sistemas canonicos, surge el interés de

conccer otras maneras de generar equivalencias entre sistemas.

En este capitulo se estudia una manera diferente de definir sistemas equivalentes que
sean adecuados para generar ecuaciones tedricas de estado. En lugar de usar las reglas de
mapeo de los sistemas canénicos, se usaran reglas basadas en el comportamiento cinético
de los fluidos. La propicdad cinética relevante para este efecto es la frecrencia de colisien,
que sera estudiada en la seccion 2 para potenciales discontinuos, y en la seccion 3 para
potenciales continuos esféricos. Con la ayuda de cste concepto, se definiran otros
parametros que serviran para obtener la presidn de un fluido. Estas secciones se
complementan con la 4, que hace una revision sobre la relacton entre el flujo de impetu
microscopico y la presion. En la seccion 5 se extiende este andlisis a los sistemas con
potencial no esférico, y en la seccion G se definiran las reclas de mapeo de los sistemas
equivalentes cinéticos. La ultima seccion presenta un estudio detallado sobre el

comportamiento de las variables cinéticas introducidas en las secciones anteriores.

2. Frecuencias de colision en potenciales discontinuos
E! concepto de frecuencia de colision se define de manera sencilla para potenciales

discontinuos arbitrarios ¢.(r), esféricanente simétricos, del tipo mostrado en la figura 1.

[1,2]. En los escalones de altura 8¢ = «bi\c'r) - ¢(G')‘ cuando » = @, se tienen tres tipos de



colisiones segin el valor de la energia cinética relativa e,.: si e <;é&,§ las colisiones son
elasticas y las llamaremos botes (B), mientras que si ey >|8¢| las colisiones seran
inelasticas y de dos tipos, segin que e, aumente o disminuya al pasar el escalon 0g; de
estas Gltimas a las primeras llamaremos escapes (DS; del inglés down-step) y a las
segundas pases (US, de up-steps), respectivamente. La frecuencia de colision para cada
tipo de evento se expresa en términos de la velocidad relativa media (v, ) = (81{'1’/7{;‘:1)"2 y

de la funcion de distribucion radial del sistema g(r), de la manera siguiente:

vy = tna’p < v, >g(r) |
. ., - ) M

Vys = Vpg =TT P <V, > g(“ )

donde 8g(r) = g(cr") - g(cs'). La eleccion de signos depende del de Og, y son tales que

vy > (. Cuando 8¢ > w0, vy = v, =0,y v, sereduce al resuitado de Enskog para la

frecuencia de colision de un sistema de esferas duras. v, = wp(v, yo’g, (c") [3]. Las

expresiones anteriores fueron derivadas y probadas con dinamica molecular por Chapela,

Martinez-Casas & Del Rio [1].

La contribucidén que hace la fuerza unpulsiva ejercida en 2l escalon 8¢ a la presion P
del sistema es igual al flujo de momento lineal. La contribucion a este flujo por parte de los
botes repulsivos en r = g esta dada por

bp, 2ov, (22)
i Sl SRV S i
p 3y > ’
donde 3 = 1/kT. Si se sutituye la expresion de v, se tiene que
P, 2m .
PRy _2m °p&3(o) (2b}
p 3

que es el mismo resultado que se obtiene del teorema virial de Clausius para la

contribucion a P de todas las fuerzas actuantes en . Desde el enfoque cinético solo los

botes centribuyen a la presion porque  F,g = -P,g y entonces P= P+ P+ F o= Py

Pero st se calcula la presion con el tearema virial resulta que todas las fuerzas tienen
! ’

contribuciones del mismo signo (el cual esta dado por 8e) y P, = F,, > (. aunque sigue

1 ’ ’
siendo cierto que P= P, + Py + Bs = Fy.
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3. Frecuencias y parametros medios de colision con potenciales continuos
En esta seccion generalizaremos la teoria anterior al caso de potenciales continuos
[4,5]. La figura 2 muestra el potencial intermolecular ¢(r) tipico de sustancias simples
esféricas. El potencial es infimto cuando r = s, alcanza su valor minimo -e en ¥ =7, y
luego decrece a cero para r— oc. Para muchos potenciales realistas, r, = 0, pero en los

modelos de n6dulo duro, tipo potencial de Kihara, r; > 0.

Aunque en general dos particulas colisionan siempre que en r (la distancia entre sus
centros de masas) exista una fuerza ejercida la una sobre la otra durante un tiempo frinito

Az, también es posible describir ¢l efecto de $(r) come una secuencia infinita de eventos
instantaneos impulsivos {2]  Para ello, tomamos una secuencia {d, i, de N potenciales

discontinuos $, de profundidad d¢; v tamato &7, tal que en ol limite

N—owdr >0y, -0, {ép, iy genere a ¢(7). Cada una de las colisiones impulsivas

debidas a {(bi} puede ser elastica o melastica, dependiendo de si existe o no una
conversion instantanea entre energias cinética y potencial. Pero de acuerdo a lo que vimos
en el caso de potenciales discontinuos, para efectos del andlisis cinético basta con
considerar solo a las elasticas un par de particulas expearimentaran un bote insiantanco en
r =5 {0 en /) cuando la energia cinética relativa sea cero en s ( 0 en /); estos boetes pueden
ocurrir tanto en la parte repulsiva de &(r) (si r; <s < r.) como en la parte atractiva {si

[>r.)

Al usar esta construccion en (1), la frecuencia diferencial de botes repulsivos o
atractivos dv,, para colisiones en las distancias s <r < s + dy es:

~Phrs)
dvy(s) = imlp(v,>y(s)~ ~—;§-r—ds (3)
[#A
donde el signo (+) se usasiens <r <y« ds §(r) es repulsive y el signo (<) st &(r) es

atractivo; y(r) = g(r)ec”” es la funcion de cavidad.

La ecuacion (3) permite obtener expresiones para las frecuencias totales de colisidn,

de acuerdo al tipo de interaccion. En el caso elastico repulsivo, la frecuencia total v, vale
~ ~{ldrs)
ce )
Vp = :rp(v )J dss? Vs ~—(—€—~ (4a)

y para ¢l caso elastico atractivo:



Nfl)

= —Tcp(v Jdllz

La frecuencia diferencial de colision de la ecuacion (3) es una funcion de distribucion
de probabilidad, que puede ser usada para calcular promedios de propiedades en equilibrio.
El diametro medio de colision < s>, por ejemplo, esta dado por

(4b)

o (p.T) = —— j_’"'dvﬂ(s)s (5a)
A%

R ‘o
y es una media de las distancias donde se ejercen interacciones repulsivas entre dos

particulas. Para las distancias donde la fuerza es atractiva, el promedio correspondiente,
llamado alcance medio, es

<i>(p,T)= ~;1~ [“avy (5b)
s

En ambas ecuaciones se indica explicitamente la dependencia de estos parimetros en
las variables que definen el estado termodinamico en ¢l sistema en equilibrio, la densidad p
y la temperatura 7" Esta dependencia proviene de la funcion de correlacion y( r; p,7).
Cinéticamente, < 5 > y < [/ > son las distancias medias de transferencia instantanea de
momento en colisiones elasticas, y constituyen medidas apropiadas de los tamaiios de las
regiones repuisiva y atractiva de ¢(r), respectivamente.

De acuerdo al teorema virial, la presion P del sistema esta dada por

—Mtr)
BP/p=1 +(21p/3)Jdrr v(r)~ P

pero de (3), (4) y (5) resulta que la ecuacion anterior se puede reescribir como

prlp =1+ 3&} [{)ve = {D)v.] (6)

Esta ecuacion permite expresar la EOS del sistema en términos de los parametros
promedio de colision < s > y < / > separa, a la manera de van der Waals. las

contribuciones a la presion del fluido provenientes de las fierzas repulsivas y atractivas.



4. La construccion de Bernoulli

Las ecuaciones (2a) y (6) expresan cémo la presion de un fluido esta determinada por
promedios de variables que describen el comportamiento cinético de las particulas que lo
conforman. Del Rio demostro [2,6,7] que éstas relaciones son consistentes con Ia
descripcion de un fluido por medio de la teoria cinética, ya sea que se trate de un sistema
de particulas cuya interaccion esté dada por fuerzas impulsivas repulsivas [6,7] o por un
potenciai simétricamente esférico arbitrario [2] . Estas demostraciones son interesantcs
porque no nada mas clarifican las secciones anteriores, sino porque tienen también el
atractivo de explicar de manera muy simple como el flujo de impetu microscopico
determina el valor de la presion, generalizando asi al caso de fluidos densos la
construccion que uso Bernoulli en el sigio XVII para obtener la ecuacion de estado de un
gas ideal o "perfecto”.

La figura 3 muestra las particulas de! fluido frente a una superfice de drea A, que cs
perpendicular al eje oz. Suponemos que las particulas se mueven con una velocidad v, 20
y que su momento lineal es p= p €, + p,e., donde p, es la componente en la direccion oz
y p, es la componente normal a oz. Un manometro de area 84, localizado en la posicion
de la superficie, detecta una fuerza &/ igual al doble del promedio del momento lineal
transferido por todas las particulas que cruzan 84 en una direccion, por unidad de tiempo,
en ausencia del manometro. Si J es el flujo de la componente ¢z del momento lincal a
través de A4, entonces 0F=2/0A4 y la presion F sera

P=2J (7

El flujo J esta determinado por la densidad de momento p,,(p) y la velocidad

promedio de transferencia de momento en la direccion oz, v,(p,):

J = [dp. [dp.p,(pv.(p,)

que se puede reescribir solo en funcion de la densidad de momento p (p.) =@, f(p.),

donde p es la densidad de particulas y f(p.,) la funcion de distnibucion para p.,

J =pfdp.p.y(p.)f(p.) (8)

Ahora bien, el punto fino de este analisis es el distinguir que hay dos procesos por
los cuales el momento p, se transfiere a través de la superficie A4_: primero, mediante las
particulas mismas, que transportan momento con la velocidad v, con la que ellas se

mueven, y segundo, mediante las colisiones entre las particulas, donde el momento recorre
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una distancia promedio &, por unidad de tiempo. La velocidad v,(p.) de transferencia de

momento es entonces la suma de las velocidades de los dos procesos, pucs estos ocurren
simultaneamente [6,7]:

v(p,)=v. +5.(p.) (9)

De (8) y () se sigue en (7) que la presicn es

pPlp=1+28[dp.p.5.(p.)f(p.) (10)

El primer término de (10) es la contribucion del gas ideal, que proviene del flujo de
momento debido al movimiento mismo de las particulas. como demostrd Bernculli. El
segundo término se debe al flujo por las colisiones entre particulas, que comparando (6) v
(10) resulta posible descomponerlo en dos contribuciones: el flujo debido a todas las
colisiones elasticas repulsivas locales, que tienen el efecto neto de transferir el impetu con
una velocidad promedio V), =< s > v, y el flujo por las colisiones atractivas, con una
correspondiente velocidad promedio de transferencia igual a V, =</ » v . El signo
menos en este segundo caso significa que el flujo se transfiere de manera opuesta a como
sucede con las repulsiones. Mientras que en éstas el impetu fluye en la misma direccion del
movimiento de las particulas, en las atractivas la velocidad }/, tiene gl sentido contrario. O
dicho de otra manera, la velocidad de trasferencia de impetu aumenta en los eventos
repulsivos y disminuye con ias colisiones atractivas.

Una manera tngeniosa de ilustrar lo anterior es regresando al caso en que ¢! potenciai
de interaccion es discontinuo, como €l de la figura 1. Asoctemos al sistema de particulas

del fluido un gas de particulas puntuales, sin masa, que se mueven ¢on la misma velocidad
instantanea con la que es transferido el impetu, v.{p.) A cada particula real le
corresponde una de este gas, de tal manera que mientras no haya colisiones ambas se
moveran con la misma velecidad v,. Pero cuando hay una colision la particula del gas
adquiere una velocidad ¢, que dependiendo de! tipo de interaccidn tendri direccion igual
(repulsion) o contraria (atraccion) a la velocidad v, que tenia antes del choque. Ahora
bien, como en una colision la transferencia de impetu es entre centros de masas. las
particulas del gas se adelantan o atrasan respecto a las reales, instantareamente, en cada
colision, en una distancia igual a la que hay entre los centros de masas. Se adelantan con
los botes repulsivos (y por ello el impetu fluye mas rapido que cuando se transfiere por el
movimiento de las particulas) y se atrasan con los botes atractivos. Este gas es un gas idea!
en realidad, porque las particulas que lo conforman no "chocan“ entre si. Por ello la

construccion de Bernoulli realmente se puede extender al caso de un liquido, si en lugar de
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seguir el movimiento de las particulas reales nos fijamos en las particulas asociadas. Como
a final de cuentas lo que interesa es determinar el flujo neto de impetu para conocer la
presion, entonces este gas cumple su funcion para ello.

5. Generalizacion para potenciales anisétropos

Las relaciones anteriores pueden extenderse al caso mas general de un potencial no
esférico ¢(r, 0), donde r es el vector de posicion relativo entre los centros de masa de
dos particulas del sistema y « define la orientacion intermolecular de las mismas (un
conjunto de cuatro angulos en moléculas lineales y seis en las no lineales). La figura 4a
muestra el sistema de referencia mas general usado para definira r y w que se conoce en
la literatura como sistema de laboratorio. Sin embargo, la descripcion geométrica y
tensorial resulta mas sencilla y compacta si se usa un sistema de referencia intermolecular,
en donde uno de los ejes del sistema coincide con el vector r, como se muestra en la figura
4b. La distancia entre las particulas, r = [r[, es funcion de la ortentacion o al momento de
la colision instantanea, por lo que ahora las regiones de colisiones repulsivas o atractivas
quedan separadas por la distancia r,(0) que define el minimo de! potencial en la
orientacion . La frecuencia diferencial de colisidn para los rebotes que ocurren en las
distancias [r, r+ dr] y orientaciones [0, v + do] es [8]

dv(r) = p(r,o)drdo (1)
s ac-[l¢(r,m\
H(r,0) = tap(v)r )’(",03)"—“;.;—'“ (12)

Para una orientacion de choque definida siguen siendo validas las relaciones del caso
esférico, cuidando de tomar en cuenta la dependencia angular del minimo del potencial y

del tamaiio del nodulo, en caso de que éste exista. Asi. si ve(o) v v,(0) son las

frecuencias repulsiva y atractiva, respectivamente, entonces las distancias de colision son el
diametro,

o (

(s)(o) = _;;z.aj (@) (s, 0 )ds (13a)

ra{@)

y el alcance promedio,

1 XL
(No) = Wm_)_jr o, H@)nd o)l (13b)

El siguiente paso es promediar las variables anteriores para las diferentes orientaciones

posibles de choque. Si de manera simbolica representamos el promedio angular como

34



rigura 4a.

Figura 4b.

34a



f(0)do
<f(03)>m = —L—J’;,m—‘

entonces Vgr = (VR )m y Vyr = (v',1 )m representan las frecuencias promedio totales,

que de nuevo son utilizadas para normalizar la frecuencia diferencial (12), para tener las
distribuciones de probabilidad P, = p,(r,0)/ver ¥ Py = n_(r,0)/v,; con los cuales
calcular los promedios deseados. Asi se pueden definir los promedios de {sY(0) y (/)(o)

sobre todas las orientaciones angulares posibles, que son los pardmetros de colision
dependientes del estado termodinamico:

(

\

{n) = < j:m)l(m)P,,d1>m (14b)

Y del mismo modo que en el caso esférico, la relacion virial de Clausius para fluidos
moleculares,

(=)

o

ro{e)
j '(( )’s(m)PRds> (14a)

[

O

w ~Phlro)
BP/p =1+ (2np/3)J‘0 drr® <y(r,m)‘?‘ w«>
@
se puede reescribir en funcidn de los parametros cinéticos definidos con anterioridad:

BPlp =1+ (2/3<V,>)[<<S>>Vm- - <<I>>Vn] (15)

6. Reglas de mapeo cinético

Hemos visto que las variables cinéticas definidas en 5 determinan directamente la
presion del fluido en estudio. En la seccion 7 probaremos ademas que tienen dos
caracteristicas importantes: 1) son variables con regularidades en su comportamiento
termodinamico y 2) son varnables con similitudes para diferentes tipos de sistemas
moleculares. Mientras que la primera caracteristica sefialada indica que estas variables se
pueden usar como parametros en ecuaciones de estado, la segunda permitird aprovechar
dichas similitudes para definir sistemas equivalentes cuyas ecuaciones de estado sean
conocidas, y ast obtener las que les corresponden a sistemas menos conocidos. En esta

seccion se expone como definir sistemas equivalentes a partir de estas propiedades
cinéticas
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Sin pérdida de generalidad, formularemos la teoria para el caso de un sistema simple §
con frecuencias totales de colision vy y v, y pardmetros < s >y </ > Sea {Sg(l)} una

familia de sistemas, en el sentido ya mencionado en el capitulo anterior, y donde el
parametro A determina la forma del potencial genérico de ellos. Como siempre, todas las

propiedades de la familia {So()»)} son etiquetadas con un indice cero. Ademas, Sy
{So(k)} tienen la misma densidad p y temperatura 7, y las particulas que los conforman

tienen la misma masa. Los factores de compresibilidad de ambos sistemas estan dados,
segun sabemos ya, por la relacion de Claustus:

BP/p=1+(2/3, )[(s)ve - ()v.] para §
pefp =1+ (230 o), v~ (0,va)  para 5,0}

El sistema § y algun sistema de la familia {So(k)} tendran la nusma presion si usamos

las siguientes reglas de mapeo entre propiedades, que denominaremos reglas de mapeo
cinético :

<§ >, = -Y;R_<s> (168)
Vg

<l>(,:y—;‘—<l> (16b)
Va

E,=€E (l()C)

donde £ y €, son los valores de las profundidades de los potenciales intermoleculares de .§

y {Sa(k)}, respectivamente,

Las reglas anteriores constituyen la definicion de un sistema equivalente S con la
misma presion que el sistema original §, en el mismo estado termodinamico. Para elilo,
concretamente las dos primeras ecuaciones indican que la similitud entre los parametros
de colisidn es usada de una manera rigurosa, y son las razones de frecuencias las que

miden esta similitud. Dicho de otra forma,_los parametros <s > y < /> del sistema real .S

son modificados para generar los del sistema equivalente S . Usando estos parametros en

la ecuacion de estado del sistema equivalente se genera entonces la ecuacion de estado del
sistema real, que es fedrica en el sentido discutido en la introduccion, pues los parametros

tienen un claro significado fisico La solucion dei sistema de ecuaciones (16) determina el
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valor de A y la fraccion de empaquetamiento del sistema equivalente para poder mapear
las propiedades de S.

7. Resultados
En esta seccion ilustraremos el comportamiento general de los parametros cinéticos
definidos en las secciones 3 y 5. La aplicacion de la teoria de sistemas equivalentes
cinéticos, seccion 6, es expuesta en detalle en el siguiente capitulo con el ejemplo del
fluido de pozo cuadrado.

7.1 Comportamiento en densidad y temperatura de los parametros de colision

7.1.1 Frecuencias de colision

La informacion necesaria para calcular las frecuencias y los parametros de colision es
el potencial que define al sistema y su funcion de distribucion radial o su funcion de
cavidad. Existe una variedad de modclos de potenciales, de razon y naturaleza distinta,
usados para representar propiedades de fluidos reales, y mas adelante presentaremos
algunos de ellos. Sin embargo, a fin de probar y entender mejor la teoria, la investigacion
se centro en los potenciales lennard-jones (LJ) y pozo cuadrado (SW; del inglés square-

well), que han stdo ampliamente estudiados con diferentes técnicas y teorias.

Una primera forma de calcular lcs parametros de colision es con informacion "exacta”
generada por simulacion computacional. Verlet [9] obtuvo mediante dinamica (DM)
molecular la funcion de distribucion radial g7r) del fluido LJ,

12 \b
o(r) = 4c (E’L) -(31;&) | (17)
ro \ r }

Los 25 estados reportados por Verlet estan en las regiones 0.45 < p* < 0.88 vy
0.591 < T* < 2.934. De estos, solo se consideraron 14 en los cuales la presion calculada
con el teorema virial de Clausius, usando la g(r) de DM, coincidiera con la presion de DM
reportada, dentro del error experimental de la simulacion [4]. Las figuras 5 y 6 muestran
las frecuencias de colision repulsiva y atractiva, respectivamente, como funcion de la
temperatura, en los catorce estados considerados. Las frecuencias estan reducidas de
acuerdo a v* = vo/n(v,). Las lineas son auxilares al ojo como curvas de interpolacion.
La linea a trazos corresponde al limite de densidad cero (3(r) — 1) para cuando
p* = 0.45. Se observa que en todos los estados, los eventos repulstvos son mas frecuentes
que los eventos atractivos, y que por ello la razon de frecuencias v,/v, > 1 Sin

embargo, como < s >/< [ > < | el impetu es transferido a través de distancias mayores en
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las colisiones atractivas, por lo que el efecto conjunto del comportamiento de frecuencias y
distancias de colision se refleja en que la velocidad promedio de transferencia de impetu
en las colisiones atractivas, V, =<{ > v,, pueda superar a la que corresponde para
colisiones repulsivas, V', =<5 > v,

La frecuencia repulsiva v, * tienc una dependencia débil y decreciente en la
temperatura, como se observa de la figura 5. Esto es consistente con el hecho de que el
"tamafo" o seccion eficaz promedio para particulas suaves disminuye conforme aumenta
su energia cinética. Y v, * llega a ser incluso menor que la frecuencia de colision de
esferas duras v, con diametro o = G,;, en la misma densidad; de hecho, vp* — 0
cuando 7* — o porque el sistema LJ no tiene nddulo duro. La dependencia en densidad

resulta en cambio mucho mas importante y muy similar a la de v y significa que el

numero de botes en la regidon repulsiva del potencial sigue aproximadamente el mismo

comportamiento en densidad que pg;;s(a*).

La frecuencia atractiva v, * proviene de pares de particulas ligadas, esto es, con
energia negativa (dimeros de van der Waals), por lo que v, * decrece conforme aumenta
T* porque disminuye el nimero de dimeros (figura 6). La dependencia en temperatura de
v, * es mucho mayor que la de v, *, y como las distancias < s > y </ > tienen una
dependencia mucho mas suave en temperatura (ver figuras 7 v 8), el mecanismo cinético
responsable de la condensacion de un gas en un liquido a bajas temperaturas es el
incremento mas fuerte en la frecuencia de eventos atractivos que en la de los repulsivos,
conforme disminuye 7*. En contraste con v, * v, * es poco dependiente en densidad,
fundamentalmente porque para distancias r > r,, la integral de y(r:p, T) en esta region es

poco sensible a cambios en la densidad.

Es claro que el comportamiento de v, * no puede ser entendido en términos de
esferas duras, como en el caso repuisivo. Sin embargo, el sistema de pozo cuadrado tiene
la mas simple de las interacciones atractivas, y su comportamiento en densidad y
temperatura es muy similar al del sistema LJ, como se observa en la figura 9, que debe de
compararse con la figura 6. La informacion estructural usada para el calculo de esta
frecuencia fue obtenida también de datos de simulacion para gs;,r(c) y gs,,-(),c) {10].
Como el sistema SW tiene una frecuencia repulsiva tipo HS, comienza a ser evidente

porqué, a partir de este analisis cinético, un fluido SW puede ser usado para generar las

propiedades de otros sistemas con potenciales continuos.
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Con el fin de profundizar estos analisis, se uso la teoria RHNC para calcular la
estructura del fluido LJ .

7.1.2 Diametros de colision

Las figuras 7, 8, 10 y 11 muestran el diametro < s* > y alcance medio < /* > de
colision calculados con la funcion de distribucion radial obtenida con dinamica molecular
[9], y con la teoria RHNC [11]. Como ya se indic en el capitulo anterior, esta teoria de
ecuaciones integrales es la mas exitosa actualmente en la prediccion de propiedades
estructurales y termodinamicas de fluidos con interaccion esféricamente simétrica, y ofrece
la ventaja de poder calcular los pardmetros de colision no solamente con la misma
precision que los datos de simulacion sino en cualquier estado termodinamico, salvo la
region de coexistencia de fases liquido-vapor, y de una manera mas econdomica que por
medio de simulacion computacional.

La dependencia de < s* > con densidad y temperatura es suave, regular y sistematica,
y el comportamiento es consistente con la informacion fisica del proceso: al aumentar 7* a
una densidad constante, la energia cinética hace que las particulas tengan botes repulsivos
a distancias mas cortas, por lo que < s* > decrece suavemente (figura 7), y al aumentar
p * a una temperatura constante de nuevo las particuias se encuentran mas empaquetadas
y también el diametro medio decrece (figura 10). La dependencia en densidad y
temperatura de < s* > proviene de la suavidad de la parte repulsiva del potencial LJ, y es
muy similar a los diametros efectivos de esfera dura que se obiienen en las teorias de
perturbaciones WCA [12] y la de Barker & Henderson [13], o en la teoria de sistemas
correspondientes [14,15]. Pero los didmetros de estas teorias no tienen una rigurosa
interpretacion fisica, excepto en el limite de densidad cero donde los diametros de

perturbaciones se convierten también en promedios de colision [16,17].

Al 1gual que sucede con la frecuencia atractiva, el comportamiento en temperatura del
alcance medio < /* > esta determinado por lo que le pasa a los dimeros con 7* Asi,
cuando 7* — o, la distribucion de energias de Maxwell-Boltzmann dentro del pozo

atractivo (¢(r) < 0) tiene a un valor constante, y asi < /* > tiene un valor limite que solo
depende de o(r) (figura 8). Al disminuir la temperatura crece la probabilidad de encontrar

dimeros, o dicho de otra manera, la distribucion de las frecuencias atractivas es

preponderantemente mayor para distancias / alrededor del pozo de potencial, por lo que el
alcance promedio decrece.

La dependencia de < /* > con p *, figura 11, es mas notable que para el diametro

repulsivo, pero de nuevo es sistematica y consistente con la fisica del proceso. Cuando la
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densidad aumenta, debido a las correlaciones que existen entre las particulas -determinadas
principalmente por efectos de volumen excluido- , el numero de ellos a distancias cercanas
pero mayores a r, €s mayor que a distancias menores, por lo que < /* > crece con la
densidad en una isoterma. Conforme p* aumenta, la variacion de < /* > con la
temperatura es cada vez menor hasta que cuando p* = 1.0 las isotermas se juntan
aproximadamente en un nodo. Se puede concluir entonces que a densidades altas la
distancia promedio que viaja el momento en los botes atractivos es practicarnente la misma
independientemente del valor de la temperatura.

7.2 Efectos de la forma del potencial en los parametros medios de colision

Existen dos razones para estudiar la dependencia de los parametros de colision con la
forma del potencial: 1) extraer conclusiones sobre como la forma del potencial influye en
el comportamiento de los parametros; 2) conocer la forma de ellos para diferentes modelos
de potencial central usados para representar la interaccion de sistemas moleculares no
polares. En esta seccion analizamos ambos puntos con ciertos potenciales modelos. Todos

los estudios fueron realizados obteniendo la estructura do los sistemas con la teoria
RHNC.

7.2.1. Modelos de potenciales esféricos

Los potenciales modelos que se consideraron fueron:

A. El potencial de Mie [18, 19]

b(r) = e [%)(f—) (18)

n ‘n-m .
donde 4 = -~——~~—(——-) y n'y m son enteros. Cuando n = 12 y m = 6 se tiene el

m
potencial lennard-jones (17).
Para el entero m existe la prediccion teGrica m = 6, pero para # no.

B. El potencial exponencial-seis (exp-6) [18, 19, 20, 21, 22]
€ 6 ( r
- s el o))

[f’l’. 6] 19
1-6/y |y r J r)J> (19)

”
donde y es un numero real que generalmente toma valores en el intervalo 12 <y < 20

Para muchas aplicaciones practicas en la modelacion de sustancias como N,y CO, se ha
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usado 12 £ y < 15 [23, 24]. Este potencial parece describir mejor que el modelo de Mie la

parte repulsiva de las interacciones de las moléculas, aunque hay que tener cuidado con el
maximo espurio que tiene a cortas distancias. Para 12 <y < 15 la posicion del maximo
esta en 0.3022 = r/r,, > 0.1682.

C. El potencial de Kihara con nodulo esférico [18, 19, 20, 21, 25]

c-d\ (c-dY
o) = 46 (TIZI) (7?;7) (20)

J
donde d es el diametro del nédulo esférico. Este potencial tiene la forma funcional de un
lennard-jones 12/6 pero con una distancia corrida por €l diametro de! nodulo. La
introduccion de un nodulo duro sirve para modelar la forma repulsiva de la interaccion
intermolecular, pero al mismo tiempo tiene el efecto de mejorar la parte atractiva. Los
valores ajustados para d a fin de representar diversos fluidos moleculares estan en el
intervalo 9.1 £ d* £ 0.9, d* = d/(a ~d).

D. El potencial de cascaron esférico (spherical-sheil) [ 9]

[(3, 1)(4 " P(B))Pw\ ( P {10} " ],:‘\‘9‘!)‘1,(3)]
¢z(") - 8 A

Ao pid) piie) NEIN L an
rlo PtV plio) 3 pivy

donde [) B (, N d) s (r - (/)"N _ap¥ y Pr';.‘/') - J)l'.“v’)(,;”)

Este potencial es el promedio angular de {a interacciton entre dos moléculas, cada una
de las cuales tiene una distribucion continua de centros de fuerza lennard-jones 12/6 a una
distancia 2 de su centro de masas. Este modelo se ha usade para sustancias con simetria
cuasiesferica tales como CF,, CH,.SF,. CCl,.

Ademas, existen una seric de modelos de potenciales con nadulo duro mas sencillos
que el potencial de Kihara, ecuacion (20), y cuyas ecusciones de estado seran estudiadas

con detalle en el capitulo V. De entre estos mencionaremos dos: el potencial de Sutherland

(12,
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y el potencial de Yukawa

o(r) = o Klr-o (23)

E! potencial de Sutherland es el caso limite de los potenciales de Mie (18) y del exp-6
(19) cuando m o y — =, respectivamente, esto es, cuando la parte repulsiva de ambos
potenciales deja de ser suave. El potencial de Yukawa es, junto con el SW, uno de los
potenciales mas simples que se pueden obtener después del modelo de esferas duras, y el
fluido yukawa ha sido estudiado extensamente con diferentes técnicas y teorias {26, 27,
28, 29]. Es, ademas, un modelo para el cual existen ciertos resultados analiticos porgue la
exponencial da lugar a transformadas de Laplace de funciones de correlacion que

corresponden a soluciones ya conocidas de, por ejemplo, 1a solucion Percus-Yevick para
esferas duras.

7.2.2. Efectos de repulsion 'y atraccion

Para estudiar la manera como la forma de la repulsion determina el comportamiento
de los parametros medios de celision, se¢ estudiaron los sistemas de Mie (18) y exp-6 (19),
En el primer caso se consideraron valores de » iguales a 9, 15, 18 v 24. Para el exp-6 se
tiene la facilidad de que la contribucion repulsiva se puede vanar continuamente mediante
el cambio, continuo, de y. Al crecer n o v los potenciales se vuelven mas repulsivos, o
menos suaves, y ¢n los limites n — »,y —» «© ambos se convicrten en el Sutherland-6,

ecuacion {22).

(2

La figura 12 muestra a los parametros < s* >=< 5/6 > y < /* >=< /o > parz ¢
potencial de Mie n = 24, m = 6, que es mucho menos suave que ¢! lennard-jones, 77 = 12 y
m=6 Alirden =12 a n = 24 el efecto en < s* > del aumento de 1a dureza cs el
esperado: la dependencia con la densidad y la temperatura va decreciendo vy
concentrandose alrededor del valor asintotico < s* >= 1, que corresponde al sistema
Sutherland-6.

Para < [* > se tiene el mismo efecto de dependencia menor con p* y 7°* Sin
embargo, aparecen varios rasgos interesantes. Primero, los valores de < /* > son menores
con potenciales mas duros, indicandonos que con el aumento de la dureza el impetu
transferido en las colisiones atractivas viaja cada vez una menor distancia. Segundo, las
isotermas de < /* > cambian de comportamiento en densidad al aumentar #2. Del caso n =

12 del LJ, donde la pendiente de las isotermas era positiva, se pasa a pendientes menores
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cuando 1 = 24 y a pendientes negativas cuando 77 = %, caso del sutherland-6, figura 13. El
nodo observado en el L] cambia de posicion en la densidad, pero de nuevo aparece en
p* = | en el sutherland-6. Todo esto indica de nuevo que con potenciafes cada vez mas

duros, el impetu viaja distancias menores al aumentar la densidad; en el sutherland-6 esta
distancia tiende claramente a un valor asintotico {/ *)u independiente de la temperatura.
Se trata aqui de un sistema de particulas que en el abarrotamiento su flujo de momento
viaja una distancta {/ *)uconstante. Lo mismo sucede, por ejemplo, con el sistema

yukawa, figura 14. Esto sugiere que para estos sistemas y a densidades elevadas la
sustitucion por un sistema equivalente SW no resulte una mala aproximacion.

Las figuras 15, 16, 17 y 18 muestran el comportamiento de los parametros de
colision en una familia de sistemas exp-6, con 11 < y < 19, para la temperatura 7* = 1.5.

Se ha seguido, y se seguira con todos los potenciales considerados, la misma convencion
para el escalamiento: {s*) = (s/c) y {/*)=(/js), donde & es la posicion donde
¢(c) = 0. Para (s*) se observa claramente como, mientras mas suave es el potencial
(y = 11), mas fuerte es la dependencia en p*. La distancia (/*) muestra el
comportamiento ya discutido con los sistemas Mie; la grafica resalta, sin embargo, como

(I *> decrece gradualmente con la dureza, hasta que llegara al valor asintotico del

sutherland-6, grafica 13.

Las figuras 17 y 18 muestran que ambas frecuencias promedioc de colision varian poco
con el cambio de la forma del potencial. Ya Chapela, Scriven & Davis [30] habian
encontrado resultados similares para la frecuencia diferencial foral (recuerdese que aqui
solo hemos estado considerando la debida a los botes o colisiones elasticas) de un flutdo
LJ, aproximado-con potenciales discontinuos diferentes, pero que sin embargo presentaban
valores de frecuencias locales muy similares Los resultados aqui mostrados, si bien estan
circunscritos a la variacion de la forma repulsiva, indican un comportamiento similar al
encontrado por estos autores. Notese que con la pérdida de suavidad del potencial, la

frecuencia repulsiva aumenta y la atractiva disminuye.

El efecto de la forma de la atraccion es mostrada en la secuencia de graficas 13, 19 v
20. Los sistemas corresponden al de la familia sutherland-m, con m = 6, 9 y 12. El
aumento de m disminuye el alcance de la atraccion. El efecto entonces de esta disminucion
no es otro que disminuir también a {/ *), como podria esperarse, y de hacerlo menos

dependiente del estado termodinamico.
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El potencial de Kihara (20) posee un nodulo duro que, como ya se menciond, modela
mejor el potencial intermolecular de las sustancias, no nada mas de la parte repulsiva de un
potencial intermolecular, sino tambien la atractiva [19]. Cuando < * aumenta, la suavidad
y alcance del potencial disminuyen. La figura 21 muestra el efecto de un nodulo grande,
d* = 0.8 como el sistema LJ es un caso limite del modelo de Kihara, con d* = 0, esta
figura debe de compararse con las figuras 10 y 11. Se nota que. por efecto de! aumente de
la dureza, las isotermas de (s *) = (s/c) se comprimen de manera muy similar a como le
sucedia al Mie 24-6, figura 12. La combinacion del efecto de dureza con disminucidn del

alcance hace que las isotermas de (1 ") = <I/G> se corran a intervalos de menor valor

que fos que tenian el L] y el Mie 24-6.

Estas tendencias se confirman con el spherical- shell. El parametro adimensional que
caracteriza en este caso la forma del potencial esta definido como = 1, /d, la razon de
la posicion del mimmo del potencial con el diametro del globulo molecular. Tanto la forma
repulsiva como atractiva de! potencial (21) se modifican con la variacion de C; al disminuir
¢ disminuys también la suavidad y el alcance. Las figuras 22 y 23 muestran a (s *) y (/ *)
para los valores § = 1.5 y £ = 1.7, que son valores usados en la modelacion de sustancias
reales .

7.3 Efectos de elongacion.

Uno de los sistemas poliatdmicos mas simples que existen en la naturaleza, y
aimpitamente usado en el estudio de fluidos meleculares, es el sistema formado por dos

atomes iguales cuyos centros se encuentran separados por una distancia fija /..

Estas moléculas interaccionan con un potencial #(r,©,, o), donde r es la distancia
entre .03 centros de masas de las moléculas, y o, », denotan los conjuntos de parejas de
angulos requeridos para especificar la orientacion de ellas, ©, = {‘é)n,(bn}: 0,= éngulo
polar, ©, = angulo acimutal. La utilizacion de un sistema de referencia intermolecular
stimplifica notablemente la descripcidn matematica de las propiedades de esie tipo de
fluidos, pues entonces u = u(r,9,,0,,¢). donde ¢ = ¢, - ¢, s la diferencia de los

angulos acimutales, como se puede ver en la figura 4b.

Una manera conveniente de modelar a « es por medio de la aproximacion sitio-sitio:

w(r,0,.8,,0) = Z wir,) (24a)

a.k’
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donde \_u(rd,.) es el potencial de interaccion entre los atomos a y b de dos moléculas

diferentes, y 7. es la distancia entre los centros atomicos [31]:

r.=(A-B +B -C)" {24b)
r.=(A-B B, +C)" (24¢)
r,=(A+B +B, +C)" (24d)
ry =(A+B -8 -C)" (24¢)
donde
A=r*+ L (246)
B, = rlLcosB, (24g)
C =+ I*(cos8, cosO, +sin0, sin@, cosp) (24h)

A fin de poder calcular los parametros de colisidn en este tipo de sistemas es
necesario conocer !a funcion de distribucion binaria g(iZ) = g(r,m,,c)z) del fluido.

Existen dos procedimientos generales para determinar g(12): las teorias de ecuaciones
integrales y las teorias de perturbaciones.

7.3.1 Teorias de ecuaciones integrales.

En las teorias de ecuaciones integrales se debe de resolver el par de ecuaciones no
lineales acopladas

A(12) = g(12) = 1 = C(12) - %jwc(u)h(;s), (252)

que es la ecuacion de Ornstein- Zernike [22], y

g(12) = e Pl121+s02)0802) (25b)

que es la relacion entre g(12) y las funciones serie y puente, y donde €2 es el angulo sélido
total, que para moléculas lineales vale 4. y para no lineales 8n°. Estas ecuaciones son la
generalizacion al caso no esférico de las relaciones (12) del capitulo II.

La solucion  de (25) requiere de: 1) una técnica de solucidon matemitica, vy 2) una
tcoria o cerradura para reducir a dos incognitas el sistema de ecuaciones. En la actualidad
se dispone de un esquema muy precisio de solucion para el punto 1, debida a Labik,

Pospisil. Malijevsky & Smith {32], que se basa en un método propuesto por Lado [33].
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Para el punto 2, diversos autores han estudiado exhaustivamente varias teorias (PY, HNC,
MSA, RHNC y otras) aplicadas a sistemas con diferente interaccidn interatomica y en
(24a) (esfera dura, lennard-jones, interaccion dipolar y cuadrupolar, etc.), o bien para
modelos de cuerpos convexos con interaccion definida entre las superficies de los mismos,
pero sin existir hasta ¢l momento una teoria definitiva en exactitud como la RHNC en
sistemas esféricos [31, 34 - 42]

La solucion de (25) se consigue mediante la representacion tensortal de las funciones
de correlacidn en una base de coordenadas esféricas. Si denotamos como X(12) a la

funcién de correlacion genérica, entonces tenemos que:

X(12) = 4x> 3 3 X, (M (0,07, (o)) (26)

L0 ly=0ms -n
donde 1 = min{/, L), m = -my {}'}M(G,w)} es la base tensorial de armonicos esféricos.
El sistema de ecuaciones (25) se transforma en un conjunto de ecuaciones para los
coeficientes armonicos X, ,(r), los cuales pueden ser comparados con los obtenidos por
simulacion computacional. La convergencia a los valores "exactos”, sin embargo, no ¢s

muy alta (catorce términos para las diatomicas duras ¢ hard-dumbbells), por lo que cl
esquema es muy costoso desde el punto de vista computacional.

También es posible describir la estructura del sistema con funciones de correlacion
interatémicas sitio-sitio, pero hasta el momento no existe una teoria adecuada que mejore

las predicciones obtenidas por la solucion de las funciones de correlacion moleculares

-y

7.3.2 Teorias de perturbaciones.

El enfoque metodologico mas exitoso ha resultado ser el de las teorias de
perturbaciones. Por ¢jemplo, diferentes generalizaciones de la teoria WCA [12, 43] de
fluidos simples permiten obtener valores confiables para la estructura y la termodinamica
de sistemas moleculares simples y en mezclas [44-48]. Lago & Vega propusieron una
version mejorada de estas teorias, usando al potencial de Kihara con nodulo no esférico,
que ha sido aplicado ampliamente en la descripcidn de fluidos reales (nitrogeno molecular,

etano, prop4ano, isobutano, ozono, ciclopropano y benceno), con resultados muy precisos
[49-56].

Ia informacion estructural de fluidos moleculares de este tipo es dependiente de las
ortentaciones de las moleculas. Existen sin embargo dos teorias de perturbaciones que

aproximan la estructura del fluido real mediante la de potenciales efectivos esféricos. Estas
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son la teoria RAM ( del inglés reference averaged mayer function) [57, 58] y la teoria del
potencial mediano [23, 59, 60, 61].

7.3.2.1 Teoria del potencial RAM
El potencial RAM ¢, esta definido asi:

B g (7 ._/ ~pulr l"'m’)> (77)
@,.0,

Escogiendo al potencial RAM Bd .., (#) como sistema de referencia para aproximar
perturbativamente al potencial real u(r.o ) ,mz), se da lugar a un desarrollo perturbativo
de la energia libre 4 del fluido molecular donde el término de orden 1 se anula
automaticamente. Las funciones de correlacion goq, (7) v v, (7) del potencial RAM
constituyen los términos de orden cero del desarrollo perturbativo de las funciones
correspondientes del fluido real, g(r,wl,o}z) y y(r,(n!,coz), respectivamente. Existen

catonces dos aproximaciones de orden cero para la estructura de} sistema real:
I. RAMGO g(",(’)l’(“)z) = Sray (r)
2. RAMYO: y(r,0,,0;) = yuq, (r)
Estas no son iguales, puesto que la segunda implica que

«Bu(r.m,,m: )

= Tpans (r)e,M,w,,(r)--[hl(r.m,,m’)

Se tiene ademas que si se usa una representacion tensorial tipo (26) para las funciones

g("s(*')h“)z) = Vi (")e

de correlacion, entonces

goco(") = \&(" Wy,0, 2)) = e (")

Ty o,

Youlr) = <}'(",('»‘\-.032)> = Yrav (r)

[AFNAN
La aproximacion RAMYO es superior que RAMGO en varios sistemas como hard-
dumbbells, diatomicas L.J y diatomicas L} con dipolos y cuadrupolos [62].

7.3.2.2 Teoria de! potencial mediano

El potencial mediano ¢‘,,,_fm(r) corresponde a

f{.\;igp;o{(bl\,m(r) - u(r,e)x,(oz)]} = (28)

i L'_),,O}:
de tal modo que para cada valer fijo de r, ¢>wn( ) es la mediana de la distribucion de

valores de u(r,col,mz) en toda la region angular. A diferencia del potencial RAM, el
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potencial mediano no depende de la temperatura, por lo que es mas facil usarlo para
calculo de propiedades termodinamicas. Del mismo modo que con ¢l RAM, usando el
mediano como sistema de referencia para un desarrollo perturbativo de las propiedadaes
termodinamicas, resulta que el termino de orden 1 de A4 se anula.

Para el calculo de las propiedades termodinamicas en esta aproximacion ha resultado
suficiente considerar a ¢,,-,(#) como un potencial efectivo esférico y usar los
procedimientos convencionales de teorias de liquidos simples; esto es, considerar que el
fluido real es sustituido por uno equivalente con potencial ¢, -, (r) y estructura gz, (r).

[23, 24, 64]. El método usado convencionalmente para generar la termodinamica ha sido
la teoria vanacional de Ross [65]. Este consiste en minimizar la energia libre del fluido
real, que es expresado como un desarrollo a primer orden en altas temperaturas tipo
Barker & Henderson ( como los que se usaran ampliamente en los capitulos 4 y 5). El
término de orden cero de esta expansion es la energia libre de un flutdo de esferas duras, y

el parametro de minimizacion en el proceso variacional es el diametro de la esfera dura.

El potencial mediano generalmente presenta una discontinuidad en la primera o
segunda derivada en la posicion de su minimo valor. Sin embargo, es posible evitar esto en

aquellos potenciales u(r, (1)‘,(1)2) representados en forma sitio-sitio y donde el potencial
interatdmico vy, sea separable en partes repulsiva y atractiva [60]. Entonces ¢ ., (r) se

descompone en la suma de los medianos repulsivo y atractivo de x(r,o,,0,):

Orun(P) = Sumpr(r) + dampa(r) (29)
Este procedimiento ha sido usado en las diatomicas LJ [60], pero puede ser valido en
sistemas similares, como las diatomicas exp-6.

Para las diatomicas LJ se tiene una parametrizacion muy exacta de 4 ,,,, () usando la

separacion (29):
& rpr (F) = 48(1,/r)”{1 (L) + g (L)) + ua( 1 + u4(l,/r)8] (30a)

by (1) = 48(1‘/1‘)6{1 +8,(L/r)? +8,(Lfr) +8,(2/r)" + a,(m)"] (30b)
donde

4, =10.3690, 41, = 21.2106, u, = ~15.6173, 1, = —6.4212

<

6, =2.31972,0, = -0.10914,6, = -1.58020,5, = 0.52792
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Si no se usa el procedimiento (29) entonces todavia es posible parametrizar al
potencial mediano con una funcion analitica. Esto se ha hecho con las diatomicas exp-6
{23, 24, 66] usando como funcion de ajuste un potencial exp-6 también, donde el
parametro y esta en el intervalo considerado en la seccion anterior 12 <y <15, Por
ejemplo, para el bioxido de carbono se usa y = 14.40025 [24], y para el nitrogeno
molecular y = 13.694 [23, 66] y y = 13.474 [66].

Si se comparan las formas de los potenciales RAM y mediano se encuentra [63] que
estos difieren a distancias cortas, incluyendo toda la region repulsiva, pero concuerdan
practicamente en toda la region atractiva, salvo cerca del minimo del potencial. Estas

diferencias seran significativas en la discusion de resultados que se hara posteriormente.

Existe en la literatura una buena discusion sobre wvirtudes y defectos de las
aproximaciones RAM y mediano [63, 64]. Se ha encontrado, por ejemplo, que en general
la prediccion sobre estructura de la teoria del mediano no es mejor que la que se obtiene
con RAM. Esto es mas o menos claro, ya que de hecho al usar la teoria de Ross (o
cualquier procedimiento similar de teoria de perturbaciones o teoria de ecuaciones

integrales de fluidos esféricos) se esta haciendo una aproximacion del mismo tipo que
RAMGO,

g(rve)l'COZ) = Ehuep (1),
sin embargo, la prediccion de propiedades termodinamicas es comparable en muchos casos
con la que hace RAM, e inclusive mejor [64]. Para sistemas dipolares y cuadrupolares, en

cambijo, la teoria no funciona adecuadamente, y !a aproximacion RAM si es mejor

Por el otro lado, los defensores del mediano [63] sefalan dos defectos de la teoria
RAM. El primero, que en realidad no hay razon para considerarlo necesariamente defecto,
es que resulta ser un potencial dependiente de la temperatura, lo cual hace engorroso su
uso en teorias de perturbaciones y ecuaciones integrales. El segundo si constituye un
defecto de la teoria, y es que existen varias formas de usar las funciones de correlacion
provenientes de! RAM. Un estudio cuidadoso de la comparacion de ambas teorias [64]
muestra que la termodinamica del mediano es en general mejor que la del RAM, pero que
la estructura RAM supera a la del mediano.

Pero, a fin de cuentas, se puede argumentar en general que mientras no existz una
teoria numéricamente accesible, simple y univoca ( ni el del mediano ni mucho menos
RAM lo son) que represente las funciones de correlacion con alguna informacion
orientacional mas alla de las aproximaciones de orden cero, el usar sistemas esféricamente

simétricos como RAM o mediano constituye solo una buena manera de empezar a trabajar
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con fluidos moleculares, y las diferencias entre aproximaciones de este estilo no reflejan

mas que la limitacion inherente e insalvable de potenciales efectivos esféricos.

7.3.3. Resultados
Con el fin de determinar el efecto de la elongacion dos sistemas diferentes fueron

estudiados, de acuerdo al potencial sitio-sitio seleccionado: a) las diatomicas
homonucleares duras (DHD), con y(r,.) = y,5(r, ), y b) las diatomicas Lennard-Jones
(DLJ), con \u(ra,,.) =y, J(r&,,'). Los potenciales efectivos, RAM o mediano, fueron

calculados con el procedimiento de integracion multidimensional de Conroy [67, 68] y la
informacion estructural de estos potenciales se obtuvo con la teoria RHNC.

En las figuras 24 y 25 se muestra el diametro de colision <<s *)> para los sistemas
DHD y DLJ, calculados en la aproximacion RAMYO con RHNC. Al aumentar la
elongacion L* sucede en ambos casos que <(s *)) aumente de tamafio, como es de

esperar, pero que también se haga mas dependiente de la densidad. Si vemos como es el
potencial RAM como funcién de la elongacion en, por ejemplo, el sistema DLJ, figura 26,

resulta claro este comportamiento. El potencial RAM se suaviza, a una temperatura dada,
con el aumento de L*. Por ¢llo es que también el parametro ({/ "')> figura 27, aumenta de

valor con L* mayor. E! potencial RAM tiene también la caracteristica correcta de

suavizarse por aumento de la temperatura, figura 28, por lo que para una elongacion dada,
<(1 "“,\) aumente para temperaturas mayores. La figura 29 muestra esto para L* = 0.630,

que es una elongacion usada para representar moléculas de cloro con DLJ [69].

Existe un detalle importante del comportamiento de ((s )y ({1%)) con la

elongacion. Como se podra apreciar de las figuras 25 y 27, el espaciado de las curvas es
bastante regular, particularmente en el caso del alcance promedio. Si nos fijamos en las
ordenadas al origen de ambas figuras, se aprecia que entre ellas hay una diferencia mas o
menos regular de entre 0.04 y 0.05, por cada aumento de 0.1 en 2*. Como una primera

aproximacion se tiene que estas ordenadas se pueden calcular por reglas sencillas:
\ . 1
({s*))p*=0.T*L*) = {(s*)p*=0,T* L*=0.1) + —L* (31a)

s

((p*=0,T* L*) = {(I*)p*=0,T*L*=0.1) + —;-L * (31b)
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Ademas, el sistema de diatomicas LJ se transforma en el fluido simple LJ en el limite
L* —> 0, si bien hay que tener cuidado de tomar en cuenta que la profundidad del
potencial que se obtiene asi es cuatro veces el del potencial L} sencillo, por lo que las
temperaturas reducidas no seran las mismas. En las figuras 25 y 27 la temperatura de las
DLJ es 7* = 6.0; si comparamos con el LJ simple debemos de fijarnos en las isotermas
T*= 15 de las figuras 10y 11. Se observa entonces que las curvas L* = 0.1 de DLJ, en

7*= 6.0, se corresponden mas o menos bien con las del LY en 7* = 1.5. Esto se ilustra en
la figura 30, donde se ve que los diametros (s *) y <<\ *)> son practicamente paralelos y
que difieren por 0.01 aproximadamente. Si tomamos en cuenta la serie de procesos
involucrados en la obtencion de ((s “'>> y ((1 *>§ (aproximacion RAMYO, solucion RHNC,

integracidn angular multidimensional) no deja de llamar la atencidon que exista esta
similitud. Esta comparacion nos permite aproximar las ordenadas al origen de L* = 0.1 por
los valores correspondientes del LJ simple:

"%k
((sNp*=0,7% L* = 0.1) = (s *>,J(p* = 0,-%—) (32a)
{1 )p*=0,T*L*=01) = (1*),, (p* = 014-) (32b)

Las ecuaciones (31) y (32) permitirian calcular los parametros del DLJ a bajas
densidades a partir del fluido LJ simple. Como el comportamiento en densidad no es muy
fuerte, una aproximacton polinomial en p * para los parametros de colision es adecuada, y

(31) - (32) son los coeficientes de orden cero de tal polinomio.

La dependencia de las frecuencias de colision con L* se muestra en las figuras 31,
para <<VR>> y 32, para <<VA )) a una temperatura 7* = 6.0. Al aumentar L* la
frecuencia repulsiva aumenta y la atractiva disminuye. Los botes repulsivos predominan
sobre los atractivos cuando las moléculas crecen de tamaio.

Las figuras 33 y 34 muestran a ((s *)) y ((/ *)) del DLJ, L*=0.3, calculados con el
potencial mediano. Si se comparan las isotermas de 7* = 6 0 de estas figuras con las del
RAM (figuras 25 y 27) se nota que las variaciones son mas relevantes en <(5 *)> que en
{(1*)). Como ya se menciond, RAM y mediano difieren en la region repulsiva mas que en

la atractiva, por lo que las diferencias observadas son consistentes con este hecho.
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8. Conclusiones

Este capitulo ha mostrado que es posible definir sistemas equivalentes alternativos a
los candOnicos cuyas reglas de mapeo involucran variables con un directo significado fisico,
basandonos en el analisis del proceso cinético que da lugar a la presion de un fluido. Pero
también se ha mostrado que los parametros cinéticos que surgen de este analisis presentan
regularidades relacionadas con la forma del potencial intermolecular y el tamafio de las
moleculas constituyentes del fluido. Por supuesto, nada de lo presentado mejora ni trata de
mejorar las predicciones de teorias existentes para calcular la termodinamica y/o la
estructura de un fluido, aunque si puede ayudar a entender porqué determinadas
aproximaciones son mejores que otras. La filosofia mas bien ha sido probar que la teoria
tiene la suficiente consistencia interna como para usarse como una metodologia que
aprovecha de manera eficiente y esclarecida diferentes técnicas de la teoria de liquidos.
En el capitulo siguiente veremos la aplicacion concreta de los sistemas equivalentes
cinéticos en la construccion de ecuaciones teodricas de estado, pero ahi quedara claro que
la exactitud de la teoria no sera otra que la exactitud de las aproximaciones usadas para
calcular la estructura y termodinamica del fluido en cuestion.

vy
[\



CAPiTULO IV
ECUACIONES TEORICAS DE ESTADO. 1
FLUIDOS SIMPLES Y MOLECULARES CLASICOS

1. Introduccién
En este capitulo se mostraran ejemplos concretos de construccion de ecuaciones
teoricas de estado con la teoria de sistemas equivalentes expuesta en el capitulo previo.
Tanto por razones tedricas como practicas que se indicaran con detalle a lo largo de las
secciones siguientes, el sistema equivalente que se escogido para modelar fluidos
moleculares fue el de pozo cuadrado (SW),

o Si r<o
bap(r) =1-¢ sicg< r<ic )
G si rzio

Sin embargo, se expondran también resultados obtenidos con el sistema yukawa

0 Si r<ao

Ar—ga)/
¢m‘ - e (r-cl/x . (2)
— 8 rz2oc

r

El uso del yukawa servira para demostrar que el método es de aplicacion mas general
y que se puede usar cualquier sistema equivalente cuyo potencial sea de la forma de (1) y
(2). esto es, que tenga una contribucion repulsiva de nodulo duro, tipo sistema de esferas
duras, mas una interaccion atractiva decreciente con la distancia.

En la secciéon 2 se estudiard la teoria de los mapeos cinéticos cuandc el sistema
equivalente es un fluido de pozos cuadrados. La teoria se aplicard entonces, en las
secciones 3 y 4, para la construccion de la ecuacion teodrica de estado del fluido lennard-
jones; en estas secciones se mostraran diferentes niveles de aproximacion que son posibles
de usar en la construccion de una TEOS. La seccion 5 extiende el analisis previo a la
construccion de TEOS para fluidos moleculares, y se muestran las propiedades del mapeo
cinético en estos sistemas. Las ultimas dos secciones estudian en lo particular (seccion 0,

con el sistema yukawa) y en lo general (seccion 7) el uso de sistemas equivalentes
cinéticos diferentes al SW.



2. Sistema equivalente SW
En el sistema SW, como en cualquier sistema de nodulo duro (verbigracia, el yukawa,
ecuacion (2)), el didmetro promedio de colision es el diametro o de las particulas que lo
conforman. El alcance promedio, en cambio, depende de la forma de la parte atractiva del
potencial. Para el SW es el alcance del potencial (1), R = Ac. Las reglas de mapeo cinético
se transforman entonces en:

\% -~
o = -;)—i%— <S> (.)a)
R =4 (]) (3b)
Vﬂ1 ’
£ =~0(r,) (3¢)

donde r, es la posicion del minimo del potencial &{r) del fluido molecular S. Estas

ecuaciones mapean las propiedades del fluido § en las propiedades del fluido SW. Las

frecuencias de colision repulsiva y atractiva del SW estan dadas respectivamente por

vy = np(v,)czysw(c)er’r‘ (4a)
Vi = (v, YRy (R)(e™ - 1) (4b)

La solucion de (3) son los parametros ofp,T) y A{p. 7) = R/o, funciones del estado
termodimamico (p,7). Mientras que < determina el valor de la fraccion de
empaquetamiento equivalente n = npc’/(y del fluido SW, A selecciona, de la famiha
completa {SSW(}L)}, cuil es el sistema SW particular que corresponde a la solucion (3).
Estos parametros caracterizan la especie molecular de interés y permiten obtener {a presion
por medio de la ecuacion de estado del flutdo pozo cuadrado. De este modo la EOS del
sistema S toma la forma universal de la EOS SW con un factor de compresibilidad 7,
expresado como

BP/p = Zg {n. T*.2) (5)
donde B = 1/kT, y T* = 1/fe.

Como se recordard, la relacion de Clausius escrita en terminos de parametros
cinéticos es

BP/p = 1+ ——[(s)v, ~ (I)v,] (6a)

3(v,) "

Que para ¢l caso de! SW se traduce en



2 o
Bl Jp =1+ —;;f«[cvf?” - kv ] (6b)

{v)

Usando las reglas de mapeo (3) en (6b) se obtiene (6a). De aqui que ¢! mapeo
propuesto garantiza que los factores de compresibilidad de ambos sistemas sean idénticos:
Z(ng. T*) = Zgy [, T*). Mg, T*), 7% (7)
en donde W, es la fraccion de empaquetamiento del fluido original. Esta ecuacion muestra
exphicitamente que el mapeo de propiedades es puntual, esto es, a cada estado
termodinamico del fluido original le corresponde un estado termodinamico diferente del
sistema equivalente SW. Por la manera como se definio el mapeo, reglas (3), los sistemas
equivalentes se encuentran en estados termodinamicos con la nmisma temperatura reducida
pero diferente fraccién de empaquetamienrto. La otra vanable relevante en el mapeo es €l
alcance A, funcién también del estado termodinamico; A define la forina del potencial SW y
por ello determina las propiedades no conformes del fluido. Esto permite ver que en
realidad es una variedad o familia de sistemas SW los que resultan equivalentes al sistema

original.
En resumen, el esquema propuesto consiste en lo siguiente,

a) Una ccuacion de estado universal para el fluido SW. En realidad se trata de una
ecuacion de estado para la familia de sistemas SW( A).

b) La especificidad del sistema representado queda dado por las reglas de mapeo (una
para el diametro ¢ y otra para el alcance A), que deberan ser funciones explicitas de las
vanables que definen el estado termodinamico.

¢} La informacion basica necesaria para poder aplicar las eccuaciones (3) es el

conocimiento de los pardmetros de colision del fluido onginal.

3. Ecuacion tedrica de estado de fluidos simples: el caso lennard-jones

Las ecuaciones de mapeo (3) en forma explicita son dos ecuaciones no lineales para ¢
y2 {1t

3 e fe T 3 e ™ ”
5 (p, T ygw (0)e™ = jo $TP(8) S ds (8a)
, \ w Ao Be
K (p )y (R)e™ —1) = = ["£p(1) =l (8b)

Las propiedades del fluido SW necesarias en la teoria son: una expresion para

P (po’ Pe,A) v los valores de ym.(c) v v R). Toda esta informacion se obtiene de



la EOS del SW; la presién y yS“,(R:) se obtienen directamente de la energia libre de
Helmholtz [2}:

g,

P = ) S {(9:
BP/p =m on (9a)
y (]e) — 1 aaSW(na 7" )\') (9b)
T 12n(e” - 1) o

mientras que ysw(o) se genera por consistencia termodinamica entre los valores de las

presiones calculadas de la energia libre y la relacion de Clausius,

B [0 = 1+(2700° /3) g ()¢ = Wy (R)(e™ = 1)] (9¢)

La cuestidon mas importante a resolver de la teoria es si las ecuaciones de mapeo (8)
ticnen solucion, esto es, si la familia SW es lo suficientemente flexible como para
representar las propiedades del fluido en todo el espacio termodinamico

Ademas, el otro factor importante en la solucidon del sistema (8) es la informacion
estructural del potencial ¢(r) del fluido §S. Es claro que cualquier solucidn dara la presion
del sistema con un error propto de la exactitud de la funcion de distribucion radial g(r)
utilizada. Esto significa que ningun error en la EOS SW afectara la exactitud de la presion,
siempre y cuando exista solucion en el estado termodinamico deseado. Sin embargo, el
comportamiento de los pardmetros o y A en densidad y temperatura si es efecto de la
EQS SW ntilizada.

A bajas densidades, el desarrollo vinal de y(r) permite obtener las correspondientes
series viriales de o y £2,

=0, +ap+ . (10a)

R=R +Rp+ . . (10b)

Los coeficientes o, v R, son los valores a densidad cero, obtenidos de (8) con
»(r) =1, que se convierten en férmulas anivocas de ¢(r) [1]. A densidades altas, y(r)
puede ser obtenido al menos de tres fuentes: a) por teorias de perturbaciones, b) por
simulacién computacional y ¢) por la solucion de la ecuacion integral de Ornstein Zernike
complementada con alguna teoria (cerradura).

Estas cuestiones fueron estudiadas con detalle para el fiuido Lennard-Jones (LJ), que
corresponde a un sistema de particulas que interaccionan con el potencial

£

12
u(r) = 48{(9—5"—\‘ (9_1:/__)
r ,,‘ r )

1
" (11)
J
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El sistema LJ ha sido estudiado con detalle por métodos de simulacion en
computadora, por lo que sus propiedades se conocen con bastante exactitud. Es un
modelo que representa adecuadamente la interaccion intermolecular en los fluidos y para el
cual existen en la literatura varias EOS que describen sus propiedades termodinamicas.
Dentro de las mas exactas estan las de Nicolas et al [3] v su version actualizada de

Johnson, Zollweg & Gubbins [4], ambas obtenidas como ajustes de datos de Monte Carlo
y dinamica molecular.

3.1 Prueha por teorias de perturbaciones

La aproximacion mas sencilla para obtener y,, (r)es usar teoria de perturbaciones.
Este enfoque resulta interesante, dado que el propio sistema SW es un buen sistema de
referencia para calculos perturbativos [5,6]. A primer orden se tiene que

Y (rip,7)= J/s;r(r;st Oy Aip,T) (12)

L.os valores de los parametros que definen al pozo cuadrado en (12) provienen de
reglas definidas por la teoria de perturbaciones. En el capitulo 2 se examinaron con detalle
varias posibilidades para estas reglas. Se vio que la regla que varia el parametro de energia
£sy (SW-WCA con consistencia termodinamica) predice una estructura menos precisa que
la que dejan fija ¢, (SW-WCA). De aqui que en esta seccion sdlo consideremos las
reglas que varian los parametros o, y A. De estas tenemos la teoria blip (SW-WCA) ya
mencionada, v una nueva teoria perturbativa, que consideraremos en detalle aqui. Esta
nueva teoria consiste en usar los mismos valores involucrados en la solucion del sistema
(8), esto es, se supone que las reglas de mapeo cinético no solo proporcionan la igualdad
de presiones entre el LI y el SW, sino que también determinan una estructura adecuada
para ¢} fluido modelado, en este caso el L.J. Como en la teoria SW-WCA las energias libres
de Helmholtz del sistema original y del sistema equivalente son iguales, nos referiremos a
ella como lz opcion de energia, mientras que a la nueva teoria la llamaremos opcion de la
presion, dado que en ésta son las presiones de ambos sistemas las que son iguales.

Tanto para la opcion de la energia (SW-WCA) como en el dv la presion se requiere
calcular yg, . Esto es posible mediante una parametrizacion que usa al sistema de esferas
duras de referencia, y,.(r) = L{r)y, (r). v donde L(r) es un pohnomio lineal en r
ajustado para representar adecuadamente los valores de contactoen r =g yen r = Ao
de yg, . La ecuacion de estado del SW usada en (9) fue la EOS1 [7] |, descrita con detalle
en el capitulo §.

3.1.1 Opcion de la presion

En la opcion de la presion los valores resultantes para 6* = o, /o,, v '* = Rfo .

7

se muestran en las figuras 1 y 2 como funciones de la densidad p* = po,,, para varias
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temperaturas. El diametro ¢ * es marcadamente constante para p* £0.6, pero a
densidades mayores existe una segunda solucion, como se muestra en la figura 3.
Analizando la gu(r) predicha por la solucion de la rama superior se encuentra que €sta

introduce un error apreciable en el primer maximo de la funcion de distribucion. De aqui
que la opcion de la presion sea confiable solo para densidades p* < 0.6 o ligeramente
mayores a alias temperaturas. La figura 4 compara la estructura que se obtiene asi con la
estructura predicha por SW-WCA [5,6].

Para tener completa la ecuacidn teorica de estado se necesitan formulas para los
parametros del SW como funciones de las coordenadas termodinamicas p* y 7 *. Las
formulas de o * y R* para p* < 0.6 son los polinomios de cuarto orden en la densidad,
estilo desarrollo vinal:

4
o*= o, (T*)p* (13a)
n=()
4
R* =3 R(T*p* (13b)
n=90

cn donde los coeficientes 0,,( T*) y Rn( I *) son:

. 2

oo\ *) = 13¢
ol7) 14+ 6,37 * +00,T* +04sT * (13¢)
s - ~ wd
1‘&’0(7'*)- "m)*‘rm? Y4y ; (13d)
Vg T * vrg T
paran =0, y paran > 0 son:
A
0 (T *) = D Gl * (13¢)
m=0
Y
R(T™) =2 r.p" (139)
m=0

El orden M del polinomio en las Gltimas dos ecuaciones esta implicito en la tabla I,
donde se reportan todos los coeficientes. Los valores ajustados para ¢, y R, son los

evactos, lo que garantiza que el segundo coeficiente virial del L] esté incorporado
exactamente.
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Tabla Ia. Constantes para 5 * TEQS del sistema LJ (EOS1 con formulas (13))

Som O Ga, O, S 4
112246158 0.048747 -0.398186 1.00951 -0.818516
6.00901754 -0.064912 0.532428 -1.34131 1.05499
1 43509877 0.0329435 -0.282827 0.717203 -0.564757
5.82320728 -0.00843135 0.0749309 -0.1918 0.151727
1.56337203 0.00114984 -0.103003 0.0271087 -2.15367E-02
4.8564519E-03 | -8.06431E-05 7.48192E-04 -1.94275E-03 1.54699E-03

2.25415E-06 | -2.11558E-05 5.51668E-05 | -4.39803E-05

Tabla Ib. Constantes para R * TEOS del sistema LJ (EOS! con formulas (13))

Tom Mm "2 T3 Fam
1.12246158 0.020498 0.0952729 -0.0598724 -0.150982
4 88445292 0.606147 -2.33005 6.95801 -4 2637
42 8716808 0.583052 -3.36833 -6.35626 7.2418
4 82555966 -1.54003 11.3938 -7.05945 3.03367
7.7096049 0.82185 -6 83747 3.00453 -1.84751

-0.159827 1.48099
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Como se observa, la representacion (13) de los parametros de la EOS resulta muy
sencilla. La prediccion para el factor de compresibilidad Z de la TEOSLJ generada asi se
muestra en la figura 5, comparada con las EQS de Nicolas (NEOS) y la ecuacién tedrica
de Song & Mason (SMEOS) [8]. Se observa que, como era de esperar, para el intervalo
p* < 0.6 TEOSLJ y NEOS son muy parecidas a cualquier temperatura, mientras que
para 7* < 5 TEOSLJ es mas exacta que la SMEOS en el mismo intervalo de densidad,
particularmente a bajas temperaturas. Las tres EOS son indistinguibles para 7* = 10.

3.1.2 Opcion de la energia

En la opcion de la energia, los parametros o, y A requeridos en (12) son obtenidos
por el procedimiento del blip. La funcion y,{h,(r) resultante se usa entonces para calcular
los lados derechos de las ecuaciones (8). Esta opcion reduce la no lincaridad de las
ecuaciones de mapeo, y en consecuencia, solo se encuentra una solucion para todas las
densidades p* < 1. La prediccion para Z es menos exacta que en el caso de la presion,
aunque es bien portada a densidades mayores que 0.6.

En esta seccidn se ha mostrado que las ecuaciones (8j tienen solucion para un sistema
prototipico, como lo es el LJ, usando perturbaciones a primer orden para generar la

estructura de! fluido. La mejor TEOS obtenida con este procedimiento reproduce bien la

resion del sistema LJ cuando 77 . > 0.8 P« 2: aungue con la opcion de la energia
s TC ’ pC‘

es posible dar una descripcion menos exacta pero con mayor margen de aplicabilidad que
con la opcion de la presion. La aplicacion de la teoria esta imitada por la ecuacion de
estado del SW y por la aproximacion perturbativa utilizadas

3.2 Prueba con la reoria RHNC

A fin de tener una mejor caracterizacion de los efectos que pueden tener las
diferentes aproximaciones hechas al nivel de la SWEQOS o de la estructura usada para el
L.J, en esta seccidon presentamos los resultados que se obtienen al calcular de manera
practicamente exacta la estructura del fluido, mediante la prediccion RHNC, y con
ccuaciones de estado para el SW mas exactas.

La teoria RHNC, como se explicod con detalle en el capitulo anterior, permite conocer
la estructura y termodinamica de un fluido simple con precision comparable a los
resultados obtenidos por simulacion {MC o DM). Es por elio que su uso permite calcular
valores muy exactes de los parametros de colisidon en cualquier estado deseado -con
excepcion de la region de coexistencia de las fases liquido y vapor- y buscar regularidades
en sus comportamientos en densidad vy temperatura.
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pequedas entre 7, y los resultados de RHNC, y segundo, al errcr introducido en el
ajuste de los parametros. Las desviaciones tienden a incrementarse en la region de altas
densidades p* = 1.0 y son también notables en la region de coexistencia de fases liquido-
vapor, donde la TEOS solo puede proporcionar valores interpolados. Este problema
dificulta la aplicacion de la ecuacion de estado dentro de la region de coexistencia para
temperaturas 7* < 0.75. A temperaturas altas, TEOS es muy confiable.

La posicion del punto critico es muy sensible a las pequeiias diferencias en la presion.
Aunque la desviacion entre Py, y P, aquies solo de 0.015, el error es lo suficientemente
notable como para elevar la temperatura critica de TEOS hasta 7* = 1.40, mientras que
la de Nicolasetales T* = 1.35[3].

4. TEOS optimizada

Las secciones anteriores han mostrado que: 1) las ecuaciones de mapeo (8) tienen

solucion cuando se usa al fluido SW como sistema equivaiente de otro, §; 2) que la

cuacion de estado de S es la ecuacion de estado del sistema SW, 3) que la especiticidad
del sistema S recae en una dependencia funcional en densidad y tempcratura de los
parametros de colision o y A del SW, que admiten formulas de representacion generales,
como las ecuaciones (13) o (14); y 4) que la exactritud que se obtiene con la EOS asi
generada es buena.

De estos cuatro puntos surge de manera natural la pregunta: jes optimizable la
teoria?. Concretamente, dado que se ha probado la existencia de solucion para (8)
calculando adecuadamente la estructura de S, entonces los criterios de optinuzacion son:
1) 1a ecuacidn de estado del SW, que es la de S, jpuede ser mas sencilla pero a la vez mas
exacta que las EOS1 y EOS827?; 2) ¢ es posible minimizar la carntidad de informacion que se
necesita saber de S para obtener los parametros ¢ * y A del sistema equivalente SW sin
sacrificar con ello su exactitud?; y 3) ;es posible cbtener una mejor representacién para las
formulas del mapeo?. La respuesta para las tres preguntas es: si El capitulo siguiente
presenta un método general para obtener ecuaciones de estado sencillas y compactas para
sistemas cuyo potencial sea de nddulo duro; en el caso del SW la ecuacion asi obtenida es
la EOS3 [11], que se discutira ampliamente ahi. En esta seccion nos avocaremos entonces
a probar el si de las dos ultimas preguntas.

El comportamiento regular de los parametros del SW equivalente permite reducir el
numero de estados termodinamicos donde resolver el mapeo (8). La solucion en el limite
de densidad cero es exacta, de tal modo que para completar un muestreo adecuado en
densidad se encontré suficiente resolver el mapeo (8) a las densidades de p* = 0.3,0 6 v
0.9, para las temperaturas 7* = 0.8, 1.0,1 5,2y 10.
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Con la estructura del LJ obtenida de RHNC, y la EOS 3, se resolvicron las

ecuaciones de mapeo (8) en los estados mencionados, y se obtuvieron las siguientes
tormulas para los parametros del SW:

y —C:‘.:p‘-[‘:'f
*3 - C() + ("ie

15a
1+Cp* (132)
y
A= oy tanh[al(p * P *)] (15b)
donde
p,* =030
p,*=0.52
y los coeficientes dependientes de la temperatura son
Cy = Cpp + CoyT*+CpaT ¥
C=Co+G B+ CIZBZ + Cn[33
(8, - G)/G]
2 0.09
B. = By, + By, 7 *+By, T** +By,T* +8B,,T*
Ci=Cu+GPp+C 2B2
Ao = Agg + Ao + )‘ozﬁ2 + Aoy’
oy = Oy + 0P +‘11282
Oy = 0y + 0y B+ 0pB? + B + o, (15¢)

Los valores de las constantes se dan en 13 tabla 111
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Tabla Illa. Constantes para ¢ *3 TEOS del sistema LJ (EOS3 con formulas (15))

By, Coy G, Cay
1.18093 0.920988 0.117413 0.0344848
-0.154269 -0.0266292 -0.336663 -0.108758
0.0307289 0.000206172 1.21582 00313718
-0.0031477 -0.518668
0.000120627

Tabla Wb, Consiantes para N TEQS del sistema LJ (EOS3 con formulas (15)).

. oy, oy,
1.73972 0.0559078 141648

-0.717208 0.107774 14.33
0651711 -0.028581S -44 02038
-0.251932 71.9177
~33.4023

Las figuras 13 y 14 muestran que las formulas (15} representan adecuadamente los
parametros del sistema SW. Se puede notar también que la EOS3 mejora el
comportamiento de los parametros, si se compara por ejemplo con los generados con
EOQS2 (figura 8). Esta mejora recae principalmente en la region de densidades bajas
{(p < 0.4), ya que la EOS3 posee un segundo coeficiente virial exacto, y el tercero lo
reproduce con bastante precision. Esto hace ver que, sin ser apriori condicion necesaria, ni
ser mucho menos obvio, una mejor EOS para el sistema equivalente garantiza un mejor
comportamiento del mapeo. Las siguientes figuras (15 y 16) muestran que la TEOS de

esta seccion ( EOS3 + formulas (15)) tiene un poder predictivo adecuado.
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Como se menciono en el capitulo anterior, las frecuencias de colision totales vy y v,
de los sistemas LY y SW se comportan de manera muy similar en los mismos estados
termodinamicos (p, 7). Esto podria llevarnos a suponer que las rszones vR/'v*;‘;”' y
VA/V‘Z”' que aparecen en las ecuaciones de mapeo (2) deberian ser cercanas a uno. Los
calculos con la RHNC confirman que en efecto este es el caso. En la figura 6 se muestra
la razén v, /vy que se obtiene de las ecuaciones de mapeo (8), para diferentes estados
termodinamicos y utilizando la EOS2 [9] para el calculo de las propiedades del pozo. Esta

razon se comporta muy suavemente y las isotermas se desvian cuando mas un 6% de la
S

o=
para todas las temperaturas resulta muy interesante aunque dificil de interpretar. La figura

unidad. La aparicion de un punto nodal a la densidad de p* = 0 675, donde v,(,/v

7 muestra el comportamiento de la otra razén de frecuencias, con un comportamicnto muy
similar al caso repulsivo: las desviaciones respecto a la unidad son inferiores al 8% vy de
nuevo se observa un nodo cerca de la densidad p* = 1.0. El hecho de que ambas razones
permanezcan cercanas a la unidad indica claramente que los parametros de colision del SW
o y R, definidos por los mapeos (3), toman valores muy cercanos a los det LI | < s>y </
>. Los puntos nedales encontrados indican que alrededor de esos estados termodinamicos
ambos sistemas se comportan cinéticamente de la misma forma.

Los parametros que se obtienen del mapeo con la estructura del LI por RHNC se
muestran en la figura 8. Como ya se indic, las inexactitudes de la S\ EOS usada en el
mapeo no afectan el valor final de la presion, pero si los valores y comportamiento de los
parametros equivalentes. Para ilustrar este efecto, la siguiente figura muestra como son o*
y A si se usa la solucion RHNC del SW, que es muy exacta [10]. Claramente se ve,
comparando las figuras 8 y 9, que la SWRHNC (ver capitulo 5) produce parametros
similares a los calculados con la EOS2, pero que tienen una variaciOn menor con la
densidad. Otro detalle importante es el comportamiento vinial, ya que los parametros de
colision del LJ en el limite p* -» 0 determinan su segundo coeficiente virial £,. Como va
se menciond en el capitulo anterior, estos valores se pueden determinar exactamente a
partir del potencial de interaccion. Los valores de ¢ * y 2 del SW en este limite también
se pueden conocer exactamente, y dependen tanto del B, dei LI como tambien del B, del
SW. De aqui que una EOS para el SW que no prediga su B, necesariamente dara lugar a
ordenadas en el origen inexactas, como sucede en la figura $: la EOS2 no incorpora
adecuadamente B, mientras que la EOS1 si (y también la EOS3, usada en la siguiente
seccion).

Notese también que existe una diferencia relevante entre los parametros SW

resultantes de !a aproximacion perturbativa y de la teoria RHNC': a densidades intermedias
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(alrededor de la densidad critica), en la region de bajas temperaturas, aparecen
promontorios en o* y A, de concavidad opuesta. Cinéticamente, el comportamiento
mostrade corresponde a sistemas SW de corto alcance con diametros de colision
significativamente mayores que los del Lennard-Jones. En las figuras anteriores se observa
que, a bajas temperaturas, los sistemas SW equivalentes tienen la misma presion que el LJ
chocando repulsivamente con una frecuencia menor que la del LJ, v con un tamafio A del
pozo que disminuye con el incremento de la densidad. Ambos efectos pudieran parecer
consecuencia de la forma cuadrada del SW, pues para que el nimero de particulas que
chocan dentro de los pozos del SW y del LJ sea aproximadamente el mismo, debera de
haber menos en el SW que en el LJ, y esto se logra aumentando o* vy disminuyendo A.

Como se hizo explicito en la aproximacion perturbativa, el comportamiento regular de
los parametros del SW equivalente se aprovecha para obtener formulas sencillas que los
representen. Si bien se puede parametrizar directamente o* como se hizo en el caso
perturbativo, conviene mas ajustar directamente G *', que es el factor que entra
directamente en el calculo de la fraccion de empaquetamiento del SW.

Utilizando una parametrizacion similar a (13), se representd a o *3y A en series de
potencias en densidad y temperatura ( o inverso de ella):

4
o =3¢ (T*)p* (142)
n=0
3
A= 3 L(T*)p* (14b)
n=0
donde
2 !
C, = 2 CulPe) (14c)
{=0
Lo =Ly + Ly InTH* (144d)
2 !
Ly = IL.Be), n>l (14e)

{=qQ

Las 36 constantes de la TEOS (14) se dan en la tabla II.
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Tabia lla. Constarites para G 3 TEOS del sistema LJ (EOS2 con formulas (14))

Con Gy Cyn Can Csn
0.66759 -0.20993 1.06893 -1.80105 0.92047
1.40223 1.82624 -12.3082 21.8015 -11.6091
~2.35002 -1.14745 28.1656 -62.0298 35.8374
1.95346 2.415006 -39.6532 83.2561 -47 0254
-0.57104 2.35433 3.96593 -19.1808 13.2084

Tabla Itb. Constantes para \ TEOS del sistema L.J (EOS2 con formulas (14))

Lon Ly, L,, 15,
1.48016 0.15401 -0.058082 -0.0083887
0.087188 -0.75096 263115 -1.72761
-0.27001 0.40455 -0.21935

Se estudid el poder predictivo de la TEOS asi generada (EOS2 + formulas del mapeo
{(14)). La exactitud de la presion RHNC del fluido LJ respecto a los datos de simulacion y
NEOS ha sido- extensivamente probada en la literatura, y se ha encontrado que es del
mismo orden de NEOS respecto a las simulaciones. Usando a NEOS entonces para probar
la TEOS propuesta, se enconiré que los valores de la presion ,.,, = Po’/e concuerdan
con los de NEOS, con deswviaciones dentro de la dispersion promedio de los datos
simulados, que son los representados por NEOS. Como ura ilustracion de esto, en las
figuras 10y 11 se comparan los factores de compresibilidad y las presiones de TEOS con
les de NEOS y SMEOS. La desviacion cuadratica media (d.c.m) de TEOS respecto a
NEOS es de G.0205 en un muestreo de 90 estados de una sola fase comprendidos en la
region p* < 1.0y 0.8 < 7T™* <6.0; este valor debe de compararse con la d.c.m de la
ecuacion de Nicolas [3] respecto a las simulaciones: 0.0630, lo cual indica que el
procedimiento usado para generar la TEOS es confiable Las desviaciones entre las
presiones de TEOS (7, ) y NEOS (£, ) se deben a dos factores: primero, !as diferencias
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La figura 17 muestra lo que le sucede a los parametros del SW a la temperatura de
T*= 1.5 si se usa una ecuacion de estado mas sencilla, pero menos exacta. Las lineas de
trazos corresponden al mapeo hecho con la MFEOS3, que es una ecuacion de estado a

orden uno en un desarrollo perturbativo de alta temperatura

BAgy /N = BAys /N + BA/N;
comec es bien sabido de estos desarrollos, el término de orden cero corresponde a la
energia libre por particula de un sistema de esferas duras, mientras que el término de orden
uno, BA,/N, es el campo promedio (la energia potencial por particula del SW,
promediada con una estructura de esferas duras). Las lineas continuas de la figura 17 son
las soluciones obtenidas con la EOS3 completa. Se nota claramente el efecto que tiene
sobre el mapeo una ecuacion de estado con la informacion virial incorrecta. También se
observa que conforme la densidad crece las discrepancias entre EOS3 y MFEOS3 se van
haciendo cada vez menores, lo cual sefiala el tipo de aproximaciones que se pueden hacer
segun la region del espacio termodinamico que se tenga interés en mapear: para el liquido
basta la informacion de una ecuacion de estado tipo campo promedio, pero si se desea
tener simultaneamente la descripcion del vapor es necesario usar una EOS que tenga, al
menos, un segundo coeficiente virial exacto. Por ejemplo, una aplicacion que requiere la
informacion de ambas regiones al mismo tiempo es el calculo de las propiedades liquido-
vapor.

La prediccion del equilibrio liquido-vapor de la TEOS de esta seccion (EOS3 +
formulas (15)) se muestra en la figura 18 (linea de trazos cortos). La linea continua
corresponde a la ecuacion empirica de Johnson et al [4] (JEOS), version mejorada de la
ecuacion de Nicolas et al [3]. JEOS usa la misma relacion funcional de NEOS, pero con
nuevas constantes, ya que se obtuvo con el mismo procedimiento de ajuste usado con
NEQS, pero incluyendo ahora la informacion del equilibrio liquido-vanor simulado con el
método del Monte Carlo del Gibbs ensamble (GE). JEOS y NEOS difieren solamente
cerca de la region critica. El comportamiento de TEOS es excelente, excepcion hecha del
pinto critico; de acuerdo al GE, la densidad critica es p.* = 0.304 +0.006 v la
temperatura critica es 7.* = 1.316x£0.006 [4], mientras que TEOS predice
P.*=10295+£0.005y 7.*=12360%0.005 La desviacion mas significativa es en la
temperatura, y  tiene que ver fundamentalmente con el error numérico de la
parametrizacion (15), si bien parece que la RHNC predice de entrada un valor mas aito
que el GE, aunque menor de 1.35 (que, por otro lado, es la temperatura critica de NEOS)

La otra curva ilustrada en la figura 18 (linea de trazos largos) es la prediccion de
SMEOS [8]. Esta ecuacion de estado, st bien es mas sencilla que TEQS, solo es capaz de
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hacer una prediccion correcta del vapor, mas no del liquido. Por otro lado, una ecuacion
de estado como MFEQS3, al no predecir correctamente la region del vapor, afecta
también la del liquido.

Para terminar esta seccidn, mencionaremos otro aspecto interesante de la teoria
expuesta. Por la manera como se realiza el mapeo, o sea, mediante una transformacion
puntual de cada estado termodinamico (p*, 7 *) del fluido LJ, entonces se tiene que en la
region de coexistencia de fases liquido-vapor existen dos sistemas equivalentes SW: uno
para el vapor y otro para el liquido. Las figuras 19 y 20 muestran los valores de
coexistencia para ¢ ** y A que corresponden a las dos fases del LJ. La figura 20 en
particular exhibe la manera como la familia del SW es rastreada para generar los sistemas
equivalentes al LJ en sus estados de vapor y de liquido. La linea a trazos de esta figura
corresponde a la temperatura critica del SW como funcion del alcance, y muestra
claramente que practicamente toda la region liquido-vapor del LJ se mapea en la zona
subcritica para los SW equivalentes. Esto quiere decir que a su vez, los SW estaran ya sea
en dos fases o bien en estados metaestables respecto a si mismos. Pero de cualquier modo,
el mapeo no es ambiguo: en una isoterma, el vapor LJ se mapea univocamente en vapor

SW (sobrecomprimido o no) y el liquido LJ se mapea univocamente en liquido SW
(sobreexpandido o no).

5. Sistemas Moleculares

La teoria anterior no esta restringida a usarse solo con el sistema LJ. Con el fin de
investigar las propiedades generales de los mapeos, se resolvieron las ecuaciones (8) para
los diferentes sistemas que se vieron en el capitulo anterior. La figura 21 muestra, por
ejemplo, los parametros del SW para un sistema exp-6 con y = 14. Los circulos de la
isoterma 7™*=1.25 son para indicar que esta temperatura es subcritica (7.* =1.27, segun
Dodd & Sandler {12]), por lo que la solucion RHNC no existe en la region de dos fases.
Esta figura exhibe el mismo tipo de comportamiento encontrado en el caso LJ: a bajas
temperaturas aparece un promontorio en ¢ a una densidad p* =~ 0.3, promontorio que
decrece al calentarse el fluido. En el parametro de alcance A también surge una mayor
estructura que se va perdiendo con el incremento de 7*.

Estas tendencias son generales y bastantes regulares, como se puede ver de las
figuras 22 y 23 para el mapeo de un potencial yukawa (con x'o, =1.8), que es un
modelo tipo "limite" de los potenciales estudiados, y bastante diferente al exp-6, por
ejemplo, de tal modo que sirve para obtener patrones generales de comportamiento. La
posicion del maximo de o*= o, /o, se ha desplazado a densidades en el intervalo

0.3 < p*<0.4, pero ain asi es un desplazamiento menor que nos permite suponer que, en
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general, la posicion del maximo es poco dependiente de la dureza del modelo mapeado, y
que se puede manejar como un parametro constante al momento de generar
representaciones funcionales del estilo de las formulas (15).

Siguiendo esta filosofia, se pudieron generar las TEOS para los sistemas exp-6 con
12 £ y<1S5. Hemos visto en el capitulo anterior que el fluido exp-6 con parametro y en
este intervalo es un potencial efectivo adecuado para modelar fluidos de moléculas
diatomicas, en la teoria Median. Los parametros de pozo fueron ajustados con la misma
representacion que las formulas usadas en el caso LJ, ecuaciones (15a y 15b), y con las

siguientes representaciones para los parametros de ajuste involucrados:

2

~C,(p*-p,*
0*3:C0+Cle 2(P "I)

1+Cp* (162)
y
A=a,+a, tanh[oaz(p *—p, *)] (16b)
donde
p,*=0.30
p,*=0.50
y los coeficientes dependientes de la temperatura son
Cy = Cyp + CoiBB + Coof? + Cpip?
C, = Co + G\ + B + C3p°
C-- In[(B, - G,)/C,]
0.09
By = By, + By, InB
Cy = Cyy + Gy B + Cy,p?
oy =, + A,
Ao = Agp + Ag InB
o, =0y + B +a,p?
Ay = Gy + Oy B + atpyB? (16¢)

La tabla IV contiene los valores de las constantes para los diferentes valores de v.
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Tabla IVa. Constantes para o 3

Jormulas (16)).

TEQS del sistema exp-6 con y = 12, (EOS3 con

By, Con Ci Can
1.06515 0.602199 0.125294 0.0477398
0.141327 0.964508 -0.279393 -0.133382
-1.17829 1.07144 0.057275
0.538141 -0.488146

Tabla IVb. Constantes para \, TEQS del sistema exp-6 cony = 12, (EOS3 con formulas

(16)).
)\'On aln a’Zn
1.46514 0.053495 1.79749
-0.126524 0.0984258 7.21238
-0.027122 -1.43809

Tabla IVce. Constantes para o "‘3, TEOS del sistema exp-6 con y = 13, (EOS3 con

Jformulas (16)).
BOn ('7011 (Tln (“3n
1.05932 0.638472 0.146348 0.046349
0.135421 0.713238 -0.388284 -0.120779
-0.667676 1.13294 0.0363839
0.228478 -0.371712
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Tabla IVd. Constantes para \, TEOS del sistema exp-6 cony = 13, (EOS3 con formulas

(16)).
Aon Oy, sy
1.43994 0.0512516 1.96676
-0.121163 0.114219 8.21645
-0.0379573 -2.21533

Tabla IVe. Constantes para c **

, TEOS del sistema exp-6 con y = 14, (EOS3 con
formulas (16)).

By, Con Cin Gsp
1.06060 0.651344 0.127667 0.047052
0.131911 0.623341 -0.206141 -0.166862
-0.576551 0.866172 0.0702487
0.188139 -0.305786

Tabla IV, Constantes para A, TEQOS del sistema exp-6 con y = 14, (EOS3 con formulas

(16)).
Aon &y, Ay,
1.42728 0.0583579 2.44858
-0.108485 0.10108 8.93618
-0.0341626 -4.09005

71



Tabla 1Vg. Constantes para & 3 TEOS del sistema exp-6 con y = 15, (EOS3 con
Jformulas (16)).

By, Con Gy Cap
1.05728 0.699563 0.0798736 0.0449318
0.124706 0.355283 0.136706 -0.191263
-0.24079 0.31266 0.0803298
0.0562588 -0.0779029

Tabla IVh. Constantes para A, TEOS del sistema exp-6 cony = 15, (EOS3 con formulay

(16)).
)"On aln aZn
1.41249 0.0599171 2.40881
-0.103126 0.111408 10.4108
-0.0362219 -4 56959

Otra manera de generar las TEOS de fluidos moleculares es mediante la aproximacion
RAM. El capitulo anterior presentd el efecto de la elongacion en los parametros de
colisién, usando un sistema de diatomicas L) esfericalizados mediante la aproximacion
RAM (DLJ-RAM). Las figuras 24 y 25 presentan los parametros de SW que se obtienen
del mapeo de las propiedades DLJ-RAM, usando directamente las reglas (8), a la
temperatura 7*=6.0. Estas figuras muestran una fuerte dependencia de los paramertros
con la elongacion L*, particularmente los valores altos que se obtienen en el alcance, muy
diferentes a los que se obtienen con los sistemas esféricos exp-6, Kihara, Mie n-m, etc.
También se nota que en el limite L* — 0 no existe correspondencia entre los parametros
SW del fluido DLJ-RAM vy los parametros SW del fluido LJ simple. La razon de esta
discrepancia radica en el hecho de que, como vimos en el capitulo anterior, los parametros
de colision del DLJ con L*=0.1 se parecen mucho a los del LJ siempre y cuando nos

Jijemos en las isotermas adecuadas, pues una temperatura 7* = 6.0 del DLJ con /.*=0.1

corresponde a una temperatura 7* = % = 1.5 del LJ simple, ya que hay que recordar que
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en la representacion sitio-sitio del DLJ hay cuatro pares de interaccion L] que estan
presentes en el limite L* — 0.

Visto de otra manera, la regla de mapeo (8c) especifica que el parametro de energia
&, debe ser igual al minimo del potencial que se desea mapear. Es por ello que las figuras
anteriores muestran un mapeo incorrecto, ya que no se tomd adecuadamente el
escalamiento de las temperaturas del SW. Siendo consistentes con el hecho de que las
propiedades del sistema DLJ se calcularon con el potencial RAM ¢,,, . se escogié como
regla de asignacion para €, €l valor minimo de ¢4,

esw = ~Orars (7o) (17a)
donde r, es el valor del minimo de ¢,,,, . En unidades del parametro de energia ¢ del
potencial LJ atomo-atomo (eg, * = €, /e) se tiene la siguiente relacion entre las
temperaturas reducidas

7;4* = kTfegy = T *egy * (17b)

Las figuras 26 y 27 exhiben de nuevo a los parametros del sistema SW para el fluido
DLJ pero con las temperaturas reducidas SW correctas, usando las ecuaciones (17). El
limite L* — O tiene el comportamiento esperado, pues los parametros o* y A para
L*=0.1 en T* = 6 se corresponden bastante bien con los del LJ simple en T,,* = 1.6 Estas
figuras muestran una interesante dependencia en la elongacion L* de las diatomicas. El
diametro de las particulas SW crece con L* de un modo similar a como lo hace el diametro
de colision (s "'); la suavidad del potencial RAM a elongaciones mayores se refleja en una
mayor dependencia en la densidad de o* . En general, la tendencia sera que la serie de
SW equivalentes al DLJ tendra una fraccion de empaquetamiento mayor que la del DLJ.

El alcance A, figura 27, crece sensiblemente con L*, de tal modo que cuando el
tamafio de las moléculas es grande (L* > 0.5) los SW equivalentes tiene alcances por
encima de 1.8 en la region liquida. La termodinamica del SW para alcances cercanos a 2
puede ser representada con bastante exactitud con EOS de tecrias de perturbaciones a
segundo orden [13], que tienen la virtud de ser tedricas -deducidas directamente de la
mecanica estadistica- . De aqui que los resultados presentados muestren que estos
sistemas moleculares DLJ puedan describirse con EOS muy exactas.

6. Sistema equivalente yukawa
En las secciones anteriores hemos visto la construccion de TEOS con el sistema
equivalente SW, usando reglas de mapeo cinético para definir la equivalencia. En esta
seccion regresamos de nuevo al sistema yukawa, pues servira de ejemplo para probar que
la teoria desarrollada no esta limitada a usarse solamente con un fluido SW.
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El sistema yukawa, cuyo potencial es (2), tiene los parametros de colision siguientes:

vh = npc? (v,)g(c*)
, - ae’[“y(r)
ro_ 2
v o= -an drr*y(r) pe
(s)=0
ae=0er(r) (18)

(1) = ~—;l:f:dmp(v,)r3y(r) pe

A fin de usar al yukawa como sistema equivalente se requiere tener una ecuacion de
estado para sus propiedades termodinamicas, que ademas sea funcion del alcance x™'o.
Si bien no existe propiamente una EOS para el yukawa, como en el caso SW, que sea
funcion explicita de la densidad, temperatura y del alcance (salvo la que se presenta en el
capitulo siguiente), si existe un procedimiento debido a Mansoori [14] para generar la
termodinamica del yukawa de alcance variable. Este método consiste de cuatro elementos:

1. En la teoria MSA (mean spherical aproximation) de ecuaciones integrales se tiene

la siguiente aproximacion para la funcion de contacto g(a’), que es valida solamente con

fluidos de nddulo duro [15]:

1
g(°+ , Tl) = gHS(0+ ’9) + E[gim (°+ , 71) - gf{s(0+ 9)] (19a)
En esta ecuacion gy, es la funcion de distribucion del fluido de esferas duras, con
fraccion de empaquetamiento 6, y g,,¢, es la funcion de distribucion radial MSA del fluido
de nodulo duro, con fraccion de empaquetamiento m. Como la estructura y Ia

termodinamica de MSA es mejor que las predicciones de otras cerraduras para este tipo de
fluidos [16], en la teoria de Mansoori se asume la aproximacion

g("~71) = gA1&1("a71) (19b)
de tal modo que (19a) se convierte en una ecuacion cuadratica en g( o')

2. La funcién g(r, n) se aproxima a su vez con la funcion g, para la cual se usa

la solucion analitica de Wertheim en la cerradura PY [17]. Esta solucidn esta expresada
para la transformada de Laplace de g,. lo cual resulta muy apropiada en el caso del

yukawa por ser (2) un potencial dependiente de una exponencial real, que es el kernel de la
transformada de Laplace.
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3. La entropia del yukawa es aproximada con la entropia del fluido de esferas duras:

S(n) = Sys(n,) (19¢)

y donde n, es la fraccion de empaquetamiento del sistema equivalente HS en esta
aproximacion.

4. Las fracciones de empaquetamiento 1, y 0 de los sistemas equivalentes HS en las
ecuaciones (19) son funciones de la temperatura y la densidad. Sus valores se determinan
con un criterio de consistencia termodinamica : la presion y la energia interna derivadas de
la funcion de distribucion radial g(r,n) = gHS(r,n) deben de ser las mismas que se
obtienen de la energia libre derivada de la entropia (19¢). Este criterio de consistencia da
lugar a un sistema de dos ecuaciones no lineales acopladas, las cuales se resuelven
aproximando a 7, y ® como funciones lineales de 7* y n.

La teoria de Mansoori tiene el mismo poder predictivo que los resultados de teoria de
perturbaciones a segundo orden para la energia libre, en una expansion de altas
temperaturas tipo Barker-Henderson (18, 19], pero tiene la ventaja de permitir la variacion
del alcance del potencial yukawa. Es, por lo tanto, un método para generar propiedades de
la familia de sistemas yukawa, que es lo que se necesita para efectuar el mapeo cinético.
Mas aun, esta teoria realmente es una version muy similar de las teorias de sistemas
candnicos que vimos en el capitulo 2, pues se fundamenta en el requisito de consistencia
entre la informacion microscopica y la macroscopica para definir al sistema equivalente HS
con el que se calcula la estructura, aprovechando para ello la exactitud de la cerradura
MSA en este tipo de fluidos. Sin embargo, para el calculo de la termodinamica se requiere
de un segundo sistema equivalente, otro fluido HS, pero de diferente diametro que el
primero, y definido por un mapeo entre entropias. Esta regla de mapeo parece ser
bastante general, esto es, suponer que la entropia de los fluidos esta regido
fundamentalmente por el comportamiento repulsivo del potencial [20]. Como un ejemplo
de esto, la figura 28 muestra la entropia de exceso para un sistema SW como funcion del
alcance del potencial y a una temperatura de 7* = 2. Notese como AS; tiene una
dependencia mucho mas fuerte en la densidad que en el alcance A del potencial.
Recuérdese que cuando A = 1 el sistema SW se convierte en el fluido HS a la misma
densidad.

Usando la EOS (19) para calcular las propiedades (18) se estudio el mapeo cinético
de varios de los sistemas investigados con el SW. La figura 29 muestra por ejemplo el
mapeo del exp-6 y = 14. Las curvas superiores corresponden al parametro x (inverso del
alcance) mientras que las inferiores son los diametros o de las particulas yukawa. Lo

primero que hay que resaltar de esta figura es el hecho de que ya no se tiene el
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promontorio que se veia en el caso SW para o. Lo mismo sucede al mapear otros sistemas.
Esto sugiere, como ya sea habia dicho antes, que dicho promontorio a bajas temperaturas
es una consecuencia de lo "cuadrado" del SW. No es dificil ver entonces de estos
resultados que la razon de frecuencias repulsivas sea mucho menos dependiente de la
densidad y de la temperatura que en el caso SW. Como el parametro « tiene también una
dependencia muy regular en densidad y temperatura del yukawa, se ve favorecida la
posibilidad de tener representaciones sencillas y compactas de los parametros del yukawa,
al estilo de las ecuaciones (14). Las TEOS con el sistema yukawa resultaran mas simples
(con un menor nimero de constantes) que las del SW, siempre y cuando se tenga una
EOS adecuada para el yukawa, como las que se tienen al momento para el SW.

7. Sistemas equivalentes cinétices. Epilogo: mas alld del SW
En este capitulo se ha mostrado no sdlo que es posible construir TEOS de fluidos
reales con los sistemas equivalentes cinéticos, sino que ademas la teoria no esta sujeta a un
soOlo tipo de sistema equivalente. Concretamente, se ha visto que con un sistema SW o con
un yukawa las ecuaciones de mapeo (8) tienen solucidn en una amplia region del espacio
termodinamico donde existen los fluidos reales. En general, aunque no se ha demostrado,
se puede hipotetizar que cualquier sistema de nodulo duro servira para estos propositos.

Uno, por ejemplo, que reune las ventajas tanto del SW como del yukawa es el pozo
triangular (TW),

0 si r<o
AC ~r .
by =4-€—— si o<r<io (20)
Ac-~c
si r>io

El potencial TW se anula a la distancia Ao, como el SW, vy asi desaparecen
dificultades matematicas que surgen con integrales del yukawa (que se anula a distancia
infinita). Pero los chipotes de las isotermas del diametro ¢ del SW ya no deben de estar
presentes en los mapeos TW, tal como sucede en los yukawas, pues la forma de la parte
atractiva del potencial TW se asemeja a la del yukawa. Por otra parte, Boublik [21] ha
mostrado que el TW puede ser un mejor modelo que el SW como sistema de referencia
para teorias de perturbaciones, siempre y cuando se tenga una EOS adecuada para el TW.

En el proximo capitulo veremos cémo construir de una manera simple ecuaciones de
estado para sistemas de nodulo duro como el yukawa y el TW, al nivel de la descripcion de
campo promedio. El procedimiento usado para estas construcciones es bastante general y

flexible, por lo que es aplicable a cualquier sistema de este tipo. En esta seccion
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profundizaremos en las propiedades que tienen los mapeos entre sistemas equivalentes de
nodulos duros.

Como se vi6 en la seccion 6, al calcular los parametros de colisién (18) del fluido
yukawa con la estructura que da la teoria RHNC , y al hacer el mapeo al SW con la EOS3
se obtienen los parametros de pozo de las figuras 22 y 23. La figura 22 muestra que
existen dos puntos nodales: el pﬁmero, en el limite de densidad cero, y el segundo
alrededor de la densidad p*~0.75 E! primer punto nodal es un limite exacto que se
obtiene directamente de la definicion de la frecuencia de colision repulsiva aplicado al
caso de sistemas de nodulo duro; esto es, dados dos cualesquiera sistemas de este tipo , 3§,
y §,, entonces

VS,
lim —- =1 (21a)
p*o0 \/S1

Mas aun, en el caso de mapeos de este tipo entre sistemas con nddulo duro, como el

SW y el yukawa, se sigue de las reglas (8) que el diametro SW reducido con el del yukawa
es la razon de frecuencias repulsivas

o* = Oy [0y = vy /Viy (21b)
por lo que la figura 22 corresponde también a la razon de frecuencias repulsivas, y se ve
mas claro que el limite (21a) se cumple rigurosamente.

La figura 23 muestra que el parametro A del SW sigue una pauta similar al alcance
promedio de colision (1 "‘) del yukawa (ver capitulo anterior): conforme crece la densidad,
A es menos sensible a las variaciones en temperatura, hasta tomar practicamente un valor
fijo a densidades del orden de p* = 0.9. Este resultado es interesante, porque otra manera
de verlo es que conforme crece la densidad, el conjunto de sistemas SW que corresponden
a un sistema yukawa se va reduciendo cada vez mas: la equivalencia entre ambos fluidos
se puede tomar como univoca a partir de la densidad p* = 0.75, o sea, al yukawa de
alcance x 'o, = 1.8 le corresponde un SW de alcance A = 1.75.

Pero asi como un yukawa es mapeable en un SW, también es valido el mapeo
reciproco. Las figuras 30 y 31 muestran los parametros del yukawa que representan a un
fluido SW de alcance A = 1.5, para el célculo de las propiedades del yukawa se uso el
mismo procedimiento de Mansoori que se explicd con detalle en la seccion anterior. De

nuevo, la figura 30 ilustra no nada mas el comportamiento del diametro o* = o, /o,

sino también el de la razon de las frecuencias repulsivas vi, /vF = Observamos que esta

razon no satisface el limite (21a), lo cual es consecuencia de que la EOS de Mansoori no

tiene el limite virial correcto a bajas densidades. Es de esperar que una EOS del yukawa
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que reproduzca bien su segundo y tercer coeficientes viriales de lugar a isotermas de o*
con menor variacion con la temperatura a bajas densidades.

Lo que hemos visto hasta el momento nos permite concluir lo siguicnte. Dadas dos
familias de sistemas de nodulo duro cualesquiera, {Sx('i\)} y {Sz(/lz)}, donde 4,,4, son
los parametros que definen a los miembros de ambas familias, entonces existen también las
familias de mapeos

N, = {18 - {8}y 8, = {18 - {5} (22a)
donde T,, es el mapeo que transforma a §,, un elemento de la primera familia, en un
conjunto de sistemas pertenecientes a la familia {Sz(/{:}}, y de manera similar esta
definido T,,, que hace las veces de una transformacion reciproca de T;,. Sin embargo, es

claro que la relacidon formal de inversion esta dada no al nivel de los mapeos individuales
sino al nivel de las familias (22): la_familia de todes los mapeos posibles T, T,, no es otra

cosa que la realizacion de una transformacion unidad:
— " Lo ] y . — L u
1={7,. 7,8, > {518 » {8 = {1=T,T,5, - S} (22b)
o bien, tomando a las familias de mapeos como operadores a su vez,
=N, =N,
Los ejemplos de mapeos SW y yukawa vistos en ésta y las dos secciones anteriores

muestran también que es posible construir mapeos de mapeos que incluyan sistemas
suaves. En el caso del exp-6, y = 14, existen los mapeos cinético con el SW y yukawa,

que denotaremos por T, ¢ y T. ¢, respectivamente. Como el SW vy el yukawa son

mapeables entre si, podemos entonces decir que T . por ejemplo, es la familia de

Tapeos
e = 1 Toper T exp 6y = 14) — {SW(A)},SW(X) - {Y(K)}} (22¢)

esto es, la familia (22¢) esta compuesta del mapeo T ¢, que es solo uno, mas ¢l conjunto

de todos los mapeos T), que transforman los SW, resultantes del mapeo anterior, en
yukawas.

En (22¢) esta implicita la propiedad de asociacion para los mapeos. Si, por ejemplo,
se usa una tercera familia de sistemas de este tipo, como el pozo triangular (20), entonces

el mapeo (22¢) puede ser descrito nuevamente como

g [ g woeey “ % + ~ ” 3
s = Tomne» T T cexp 6(y) — {swnl,swr) — {Tw(D)}, TW(R) - {Y(K)}}

Pero también es posible la secuencia
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Tps =\ Tops Ty o exp6(y) > {TWONLTWR) - {SWOL L sw(n) - {10}

A fin de poder profundizar en el algebra de estas transformaciones resulta
indispensable el poder contar con EOS de familias de sistemas suaves, tipo el exp6 o el
potencial de Mie, de tal manera que fuera posible investigar si los mapeos son invertibles
en todos los casos (por ejemplo, saber si un SW es mapeable en una {amilia de exp6). El
estudio de estas propiedades, asi como de otras (fundamentalmente, saber st los mapeos
cinéticos forman un grupo), rebaso los objetivos iniciales de esta investigacion, y los
resuitados expuestos en esta seccion quedaron bastante lejos de coformar una teoria
rigurosa; basicamente, no son mas que meras inducciones . Sin embargo -puesto que la
investigacion cientifica es esencialmente interminable- resulta intercsante mencionarlos
como cjemplos inacabados de una teoria perfectible e inconclusa.

8. Conclusiones

Como hemos visto en el transcurso del capitulo, el metcdo de mapeos cinéticos es
capaz de producir ecuaciones de estado de alta exactitud siempre y cuando: 1) la
estructura del fluido sea calculada con gran precision (v.g., con la teorta RHNC); 2) se
disponga de una EOS adecuada y funcional para el sistema equivalente; y 3) las ecuaciones
que resultan del mapeo para los parametros del sistema equivalente tengan una
representacion también muy exacta. Es claro que este método no es mas exacto ni
contiene mas informacion que las que tienen las teorias integrales o las teorias de
perturbaciones, pero si es cierto que la teoria expuesta permite mangjar esta inforimacion
de una manera mas sistematica y con posibilidades de interpretacion fisica directa. La
aplicacidn del método a otros sistemas, no tan bien estudiados y caracterizados como ¢l
fluido LJ 12-6, proporciona informacién nueva y valiosa, especialmente si se toma en
cuenta que el mismo estudio con informacion exclusiva por simulacion computacional
requeriria mucho mas tiempo de calculo. Por otra parte, los parametros ¢ v A tienen una
interpretacion fisica muy clara y se comportan muy suavemente en toda fa region tluida de
interes. Estas caracteristicas proporcionan un nuevo método de analisis para el estudio de
la dependencia de las propiedades termodinamicas con la forma del potencial. E! método,
por supuesto, es susceptible de mejoras. La ecuacion de estado universal propuesta
depende de la EOS del sistema equivalente que se use, y se mostro en el caso SW que los
erreres en las mejores ecuaciones de estado amplifican la estructura de los parametros o y

A ., haciendo dificil la reduccion del nimero minimo de constantes requeridas en la
ecuacion final.
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CAPITULO V
ECUACIONES TEORICAS DE ESTADO. H

SISTEMAS EQUIVALENTES ESFERICOS CON NODULO DURO
Y FAMILIAS DE ECUACIONES DE ESTADO

1. Introduccion

Los capitulos anteriores han mostrado que es posible usar sistemas equivalentes para
generar ecuaciones de estado con parametros de claro significado fisico. Toca ahora el
momento de discutir los procedimientos para generar las ecuaciones de estado de los
sistemas equivalentes. Como ya se menciono, estas ccuaciones de estado en realidad
corresponden a familias de sistemas, pues es un requisito de los mapeos el usar sistemas
no conformes. Como complemento a la informacion estructural y termodinamica de los

sistemas esféricos de nddulo duro, la Gltima seccion del capitulo presenta resultados de la
solucion RHNC para el SW.

2. El término de campeo promedio en sistemas esféricos de nédulo duro

A continuacion vamos a considerar sistemas cuyo potencial es de la forma

o0 sSi r<o
<b(r):{ (hH

ed,(r;N)si rzo

esto es, con una contribucion repulsiva tipo esfera dura, vy la parte atractiva ¢, puede ser
continua o discontinua. La distancia ¢ defire el diametro del nddulo de la particula
mientras que la parte atractiva del potencial queda caracterizada por una energia € y un
parametro A que define el alcance de la interaccion. El parametro A determina las
propicdades no conformes del sistema, y en realidad seria mas precisio dechv gue el
potencial de 1a ecuacion (1} corresponde a una familia de sistemas, esto es, sistemas con la
misma dependencia funcional del potenc:al pero de diferente forma, de tal mode que no
son escalables entre si. Cuando hablemos entonces de una ecuacién de estado (FEOS)
estaremos refinéndonos mas bien a vna familia de ecuaciones de estado

Para escribir la EOS (o sea, la familia de EOS) de un fludo de esta naturaleza, con
densidad p= N/V y temperatura 7, usamos la expansion perturbativa de  altas
temperatura (HTE) para la energia libre de Helmholtz 4, de acuerdo a la teoria de Barker

& Henderson [1,2] . Si a = A/NKT es la energia libre por particula,

aE.B,h) = aue (o) +Pa (p, N+ B a, (p,A) + ag (p,p,A) (2a)



donde ay es la energia libre del fluido de esferas duras, B = e/kT = I/T", a, esla energia
del campo medio, @, es la energia de las fluctuaciones del campo promedio y a4 es la

energia total debida a todas las fluctuaciones a, de orden mayor a dos,

ag = Zﬁ"an(p,l) (2b)
n=3

La energia a,; se conoce de la ecuacion de Carnahan-Starling para el fluido HS [3].
Los siguientes términos contienen la informacion térmica y la del efecto de la interaccion
atractiva ¢,. En la literatura existe muy poca informacion sobre desarrollos tedricos y
computacionales sobre los términos de orden mayor que dos {4,5], por lo que el uso de la
serie perturbativa (2a) se restringe basicamente al desarrollo a orden cuadratico en 3.

En esta seccion se presenta un estudio general sobre el término de campo promedio.

Si bien nos limitaremos al analisis de tres sistemas, la teoria propuesta es de aplicabilidad
general. Los tres sistemas considerados son:

1) El fluido de pozo cuadrado (SW):

© i r<c
dbow=1—€ si CErsho (3a)
0 i r2Ac

2 El fluido de pozo tnangular (TW):

ox i r<o
AG -r
drw ={-€e——— i o<r<io (3b)
}»G - G
0 si rzio

o si r<o
~tlr~o
= (3¢
brw g———— Ssi r2¢ ¢
r
El término de campo promedio para este tipo de sistemas esta dado por
oK 4
@ = =150 0, () (r1rdr @)
a
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donde gy es la funcion de distribucion radial del sisterna de esferas duras.

En el caso del sistema SW, al sustituir (3a) en (4) se tiene que

aiqw(P»}\sw) = Yip| &xs (r)ridr (5)

Por la forma que tiene el campo promedio del SW resulta que (5) se puede usar para
el caso general de un potencial arbitrario del tipo (1). Integrando por partes la expresion
(4), se tiene de (1) y (5) que

., o C’Q a(r;)“) Siy
4 (P,/{) = -[a dr ——?—-f;—_—i’l ’ (pv Asw = I‘/O’) (6)

2

Esto es, el campo promedio de cualquier sistema de nodulo duro se puede reexpresar
como una superposicion "ponderada" de campos promedios de sistemas SW con alcances
Ay =rf/oy ala misma densidad. El factor de peso en esta superposicion es justamente la

fuerza atractiva que siente un par de particulas en r.

De wmanera equivalente, la ecuacion (6) se puede reinterpretar como una
descomposicion del campo promedio arbitrario (4) en una serie de respuestas puntuaies o
locales tipo SW. Dado que la fuerza atractiva es una funcion decreciente con la distancia,

el espectro de SW requerido en (6) estara dominado principalmente por los sistemas SW
de corto alcance.

2.1 Término de campo promedio del sistema SW

Ecuaciones de estado para la energia alsw de la familia SW han sido previamente

modeladas por Del Rio & Lira [6,7] y por Fleming & Brugman [8]. Del Ric & Lira [7]
mostraron que a, se pucde reexpresar como

a = ~4nAk + o (M) +ag (1 A) (7a)
En esta ecuacion, el término proporcional a &’ es la energia propia de la EOS de van
der Waals. Anadido a la energia libre exacta de esferas duras, tipo Carnahan-Starling por
ejemplo, este campo medio es la aproximacion de la EOS van der Waals aumentado, que
da la energia libre exacta del SW en la aproximacion de Kac [9-11]: € - 0y A — =, pero
manteniendo constante el producto eA’ . El segundo término, funcion exclusivamente de

la densidad, representa la correccion a van der Waals para un alcance finito y vale
exactamente (/ - K,,;)/ 2, donde K,;; es la compresibilidad del sistema de esferas duras.

El ultimo término es de corto alcance , se anula para A—x, y viene dado por

CL.\??(nv}‘) =12 nJ._'}?HS(_X).\':(f.Y (7b)
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St bien esta integral no se puede evaluar directamente, Del Rio & Lira [6] probaron
que es posible interpolar valores del corto y largo alcance de a, para calcular oy, para
cualquier valor del alcance, con errores dentro del 2% respecto a datos generados por
MC. Sin embargo, esto no es suficiente para generar correctamente las propiedades
termodinamicas, ya que al calcular la presiéndos errores se pueden amplificar hasta un
30% .

La dificultad principal en el término de campo promedio calculado por Del Rio & Lira
radica en la formula de interpolacion usada para representar el término de corto alcance
ag, - Siguiendo sin embargo el mismo esquema de la EOS DRL, en esta tesis [12] se
propone una nueva formula de interpolacion dependiente de tres parametros, los cuales se
determinaron ajustando por minimos cuadrados la energia libre y la presion a los datos
disponibles de MC. La forma usada fue

G

agx{(nA) = 1211-(1—_;#%)"
donde & = A - 1, y las variables o, v, vy ¢ son funciones exclusivas de la densidad que se
determinan del comportamiento de « g, en el limite del cortc alcance, § — 0 (ver apéndice
5.A). Los parametros de la interpolacion , # = 0.860044, y = -0.415748 y f} = 5.487716,
optimizan la forma de ag para alcances comprendidos en 1.375 < A £ 1.75 y para

cos[d + 0E (1 +18)] (7¢)

densidades p* < 0.6. El factor de compresibilidad del campo promedio, Z, = n{&u,/én)
calculado con (3) y (4) tiene una desviacion cuadratica media de 0.06 al comparar con los
resultados de simulacion MC (A =1.375,1.5,1.625y 1.75,0.1 < p* < 0.8 [13,14]).

El campo promedio de la EOS de Fleming & Brugman [8] es

a, = -nA(n,A) (32)
6 C C ~6A1 6  (6Y _

AN A) = e — =2 f ]~ —=L -2 p- 20 &b

(n.2) = n{ exp(n‘/—zg(),nﬂ - Ln}g (8)

donde (', Py O son polinomios de orden cubico en A:

(' = 189 20237\ — 252 9114477 + 81.8262A°
P = ~0.37394704A + 4 31267409422 - 4.1629364682° (8¢)

(O = —14.397069A + 14.096318A ~ 3.71100261°
Fleming & Brugman calcularon (5) con la funcion g, de la solucion Percus-Yevick

para el sistema HS y mediante la parametrizacion debida a Henderson & Smith [15]. La
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forma funcional de (8b) es la misma formula de interpolacion para valores MC de a, de
Barker & Henderson [5], donde las constantes se ajustaron al campo promedio obtenido
de la solucioén Percus-Yevick.

Mas adelante se discuten dos ecuaciones de estado de! SW cuyos campos promedios
son las expresiones de Gil-Villegas & Del Rio y la de Fleming & Brugman (las EOS1 y
EOS2 de la seccion siguiente). Estas EOS reproducen las propiedades del SW con muy
buena precision , pero adolecen del defecto de no ser compactas. Es por ello que surge la
necesidad de buscar representaciones exactas y sencillas, aunque no provengan de
soluciones elegantes como la de la teoria de particula escalada, de gran ¢xito en el caso de
cuerpos duros [16].

Una manera de resolver el problema es utilizando expresiones analiticas para la
funcion g,,(x) usada en el calculo de a,. De la ecuacton (5) se puede observar que se
requiere conocer la funcion de distnibucion radial no en todo el espacio sino en la region
comprendida entre 1 y A. Para los alcances interinedios (1 < A < 2) es posible usar
diferentes aproximaciones que existen en esta region para la funcion de cavidad
Vs (¥) = g, ()™ [17-22]. La mayeria de ellas consisten en desarrollos de Taylor de
Vs alrededor de x = 1, resultando polinomios en x de hasta orden cuarto. Sin embargo,
Boublik {23] encontrd que era posible dar una base tedrica a este tipo de expansiones
retomando la defimicion rigurosa de lo que es la funcion y,. Esta, entendida como /a
Juncion de distribucion radial entre cavidades de diametro o en un fluido de esferas
duras del mismo tamaiio [24], se puede obtener rigurosamente, en el intervalo
0<x< s/? de las propiedades de una solucion infimtamente difuida de una diatémica
dura (HD) en un solvente de esferas duras.

Boublik probo que con una EOS HD funcion explicita de la elongacion 1.* de la
diatdmica (como las que resultan de particula escalada) se podian obtener valores
adecuados de y,. hasta para x = 1.75 en p* = 0.924, por lo que la teoria puede ser
extrapolada con confiabilidad hasta esta distancia.

La formula de Boublik es

L. 2 3 .
yHS(x) = e“')"‘!‘ Hae i (Qa)

donde los coeficientes jt, provienen de los potenciales quimicos de la mezcla HD-HS:

421 -39v° +9¢’ - 27

Ho = —In(l - n)+ 60 - ) (9b)
i - 12
My = 1 2“‘1 n)z L (9¢)
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-3 n:

B, = ———— (9d)
8(1-mn)
-n*+3n° +3
o = 2L (%)
6(1 —n)

En la teoria de Boublik, x es la elongaciéon L* de las diatomicas.

Puesto que y,. = g, para x 2 1, el campo promedio (5) puede expresarse con
cualquiera de las dos funciones, si bien conviene escoger la primera, por ser continua en x
= ]. La integral no puede ser evaluada analiticamente con las ecuaciones (9); sin embargo,
si es posible obtener una expresién cerrada , mediante el uso del teorema del valor medio
generalizado [25]:

Si f(x) y p(x) son funciones continuas en el intervalo I = [a,b], y p(x) - 0, entonces
existe un valor & € [ tal que

[ £ ptxyae = 7(2)[ plxps

Entonces, para el calculo de a, usamos el teorema con f(x) = y,(x) = g, (x)y

p(x) = x*, obteniéndose de (5)

a, = ~4n(A' - Dyus (&) (10a)
expresion que automaticamente tiene la contribucion exacta del término de campo
promedio al segundo cceficiente virial. A fin de saber cual es el valor de £ que satisface
(10a), para valores dados de A y n, se tienen dos posibilidades: 1) usar el valor de g,
proveniente de simulacion por computadora, v 2) calcular directamente la integral (5).

La figura | muestra los valores de £(n,A) obtenidos de (10a) con el primer
procedimiento, usando valores muy exactos de a, calculados con dinamica molecular por
Alejandre et al [26]. La precision de estos datos es de £0.0005, y comprenden alcances
1.1 4 <2 y densidades 0 1< p*<0.9. Notese de la figura | que en A = 2 la distancia §
toma valores que se encuentran dentro de la region de aplicabilidad de la formula de

Boublik. El comportamiento suave de £ en la densidad y en el alcance permite
representarlo con una parametrizacion sencilla:

E=5, +5n+E.0 (10b)

=& + Lk + &N +ELN (10c)

E, =2 = A)ehetthr (10d)
Tl



E, =&, +E A +ELN +E,N (10e)
Las diez constantes & se reportan en la tabla la.
Resulta claro de la figura 1 que si se esta interesado en alcances menores que 1.6, la

parametrizacion (10) se puede simplificar. La ordenada al origen (10c) es en realidad una
parametrizacion de la contribucion correcta de a, al tercer coeficiente virial.

Otra manera de resolver la ecuacién (10a) es usando directamente la formula de
Boublik para evaluar la integral que da a,. La precision de los valores obtenidos es similar

a la de las EOS FB y EOS], y la formula de la parametrizacion es igual que (10) salvo por
&,. que ahora es un polinomio de cuarto orden en A. La figura 2 muestra la distancia §

obtenida de este modo. Las constantes de la parametrizacion resultante se reportan en fa
tabla Ib.

2.2 Término de campo promedio de los sistemas pozo triangular v yukawa.

El procedimiento para obtener la energia a, de otros sistemas cuyo potencial sea de
la forma (1) es similar al usado con SW. Con el uso de la formula de Boublik (9) y el

teorema del valor medio se tiene la siguiente expresiones para el pozo triangular (3):

ol = any,(E)E - M)W + A +1) (1)
Como el potencial yukawa (4) se anula a distancia infinita, a diferencia de lo que
sucede con el SW y el TW, es necesario usar una aproximacion adicional para vy, a partir

de las distancias en que la formula (9) ya no sea correcta. En esta investigacion se escogio
y,s{r)=1para r > 1.75, obteniéndose

al = 12ny, (B)/A* + 1/A2) (12)

Las figuras 3 y 4 muestran que la distancia § para ambos sistemas conserva la
dependencia suave en densidad y alcance que se tenia con el SW. En ambos casos. £ se
puede representar como funcion de la densidad con fa formula (10b), cuyos coeficientes
€, son polinomios en A (para el TW) y en I/A (para el yukawa) Los cocficientes

involucrados se reportan en las tablas ITa y IIb.
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Tabla la. Constantes para &, campo promedio de la EOS3, obtenido
de datos de dinamica molecular.

w

Som Sim & 2m
0.773853 -5.58961 1216473
-0.157937 2.04530 -2.034727
0.499370 1.238574
-0.115220 -0.425229

Tabla Ib. Constantes para & ¢, campo promedio del SW, obtenido
de la ecuacion (9).

Som Sim S2m
0.883644 1.79476 2.07960
-0.395961 -5.42840 -4.56838
0.670313 6.06780 337678
-0.156085 -2.95699 -.857153
0.52629
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de la ecuacion (9).

Tabla Ila. Constantes para & 1, campo promedio del pozo triangular, obtenido

Eom Eim Eam
0.538549 -0.865522 0.806311
0.382658 1.897730 -1.653430
0.0752613 -1.335030 1.167910

0.294908 -0.304627

de la ecuacion (9).

Tabla llb. Constanes para €, campo promedio del yukawa, obtenido

Eom Cim Eom
0.901123 0.317767 -0.26983
1.75482 -1.88810 1.30775
-1.73576 2.21076 -3.23204
0.730731 -1.10648 3.56849
-1.37710
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3. Familias de ecuaciones de estado para el sistema SW

El potencial SW es uno de los mas simples que posee los rasgos esenciales de otros
potenciales modelo mas reales, al incluir las interacciones repulsiva y atractiva a la vez
como fuerzas impulsivas. Se ha usado como modelo de potencial para estudiar
cualitativamente propiedades de los liquidos reales tales como sus propiedades
termodinamicas [8,27-30], sus propiedades de transporte [31,32], o su comportamiento en
campos externos [33,34]. El SW también es el ingrediente fundamental de teorias de
perturbaciones como la SW-WCA con atraccidén incorporada al sistema de referencia
[35,36] y la teoria de la funcion de particion de van der Waals generalizada [37-42]

Las propiedades termodinamicas del SW han sido estudiadas por los métodos de
simulacion de montecarlo y dinamica molecular para diferentes valores del alcance A
[13,14,43-49]. Asi mismo recientemente ha sido de interés el estudio de sus propiedades
criticas y el comportamiento de las curvas de coexistencia liquido-vapor como funcién del
alcance A, mediante el método MC Gibbs ensamble [S0].

Otra fuente de informacion de las propiedades del SW proviene de las teonias de
ecuaciones integrales aplicadas a este sistema [13-14, 51-55]. Si bien no exist> ninguna
sofucion analitica tipo esferas-duras/Percus-Yevick, la solucion refercnce hypernetted
chain equation [54,55] ha probado ser de gran exactitud tanto para las propiedades
estructurales como las termodinamicas. De hecho, la version moderna de la RHNC [56-
58] predice resultados excelentes dentro del margen de error de los resultados de
simulacion para alcances dentro del intervalo 1 < A < 2, como se verd mas adelante [55].

Las EOS existentes para el SW se pueden clasificar en dos tipos, segun el método
seguido para generar las propiedades termodinamicas: 1) EOS de numercs de

coordinacion (CN) y 2) EOS de teorias de perturbaciones, desarrollo en altas
temperaturas (HTE).

. EOS CN

Se fundamentan en el concepto de mimero de coordinacion, que es el namero
promedio de particulas dentro del alcance del potencial de una molécula central. Si bien
para fluidos con potencial continuo este concepto resulta impreciso de cuantificar, pues
requiere de una distancia de "corte" para el alcance del potencial -que formalmentz se

anula a distancia infinita-, en cambio en el caso de! SW no hay ambigiiedad alguna y
resulta ser el niomero de particulas N, contenidas dentro del pozo (esto es, para

distancias entre o y Ac):

P2

N, = ch gw(r)l‘zdl’

89



No es dificil ver que en realidad, N, cs la energia interna por particula del SW, por lo
que estas teorias deberian de entenderse mas bien como diferentes representaciones para la
energia interna, una propiedad termodinamica bien definida independientemente del

potencial que caracteriza al sistema.

il. EOS HTE

Estas ecuaciones de estado son de la forma (2a), y ya hemos hablado de las EOS para
el término de campo promedio. Para el primer término de fluctuaciones, a,, existen las
representaciones analiticas de compresibilidad macroscopica y microscopica debidas a
Barker & Henderson [1,2], pero que no tienen el comportamiento adecuado a altas
densidades. De manera similar al tratamiento hecho por Del Rio & Lira [7] para el campo
promedio, Benavides & Del Rio [59] obtuvieron una expresion analitica, pero adecuada
para sistemas con alcances A > 2. Para los términos de fluctuaciones de mayor orden la
teoria es muy escasa [4], y solo recientemen.e se han obtenido por dinamica molecular
discontinua valores hasta de orden sexto [26]. Todos los términos de fluctuaciones tienen
un comportamiento similar al variar la densidad y el alcance; a altas densidades tienden a
anularse para cualquier valor de A, y aument:n conforme lo hace A. Es debido a este
comportamiento conjunto en densidad y alcance que las fluctuaciones sean importantes a
bajas temperaturas y cerca del punto critico. Para valcres de la densidad de la fase liquida
el campo promedio resulta ser practicamente el mas relevante, como se vera mas adelante.

La tabla III muestra la capacidad predictiva de 14 diferentes ecuaciones de estado del
SW para el factor de compresibilidad Z = (/p. La comparacion se hizo con 391 datos
de stimulacion por MC y DM seleccionados de todos los disponibles en la literatura, para
alcances 1 < A <2 [13.14,43-49]; se seleccionaron aquellos que estuvieran en una fase de
acuerdo a la informacion del equilib-io liquido-vapor del MC Gibbs ensamble [60] . Las
ecuaciones de estado referidas provenientes de teorias sobre el nimero de coordinacion
son 6: dos ecuaciones (LLS1 y LLS2) de Lee, Lonbardo & Sandler [38]. la ecuacion de
Lee-Sandler (LS) [39], la ecuacion de Lee & Chao (LCh) {60]. y por ultimo dos EOS
debidas a Guo, Wang & Lu (GWL1 y GWL.2) [45,46] Las otras ocho pertenecen al tipo
II y son: van der Waals (VDW), van der Waals aumentado (AVDW), Del Rio & Lira
(DRL) [7]-todas ellas de pnimer orden o campo promedio - Fleming & Brugman (FB) [8],
Ponce & Renon (PR) [29] | Aim & Nezbeda (AN) {28] y Benavides & Del Rio (BDR)
[59] -estas cuatro de segundo orden-. También se incluye en la tabla la EOS de Song &

Mason (SM) [61], que es también del tipo de EOS de perturbaciones pero cbtenida con
supuestos adicionales.
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Tabla W1. Prueba de varias SW EOS con resultados de simulacion. Se muestran
desviaciones cuadrdticas medias para el facior de compresibilidad Z. Las columnas
corresponden a los conjuntos de estados completo (a) y restringido (b) de Monte Carlo

(MC) y dinamica molecular (DM). En el segundo renglon se indica el numero de estados

usados .

EOS MC(a) MD(a) MC(b) MD(b)
Estados 118 273 63 186
VDW 14.849 18 820 18.729 21.786
AVDW 0.784 0.631 0236 0.142
DRL 0.798 0.415 0.284 0.185
PR 0.910 0487 0.345 0.263
AN 0.823 0.546 0.302 0.225
FB 1.151 0.151 0.173 0.065
BDR 0.820 0.533 0,227 0.149
SM 1.452 1.922 0.381 0.219
LCh 1.594 1.134 0.630 0.237
LS 1.090 0412 0.583 0.292
GWLI 1.561 0.874 0.629 0.451
GWL2 1.699 1103 0.570 0.203
LLS] 1.185 0.541 0 584 0.362
LLS2 1.649 0.640 0.670 0175
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Se observa que para efectos de una EOS del SW que se comporte adecuadamente en
toda la region del espacio termodinamico y para cualquier valor del alcance, no hay
ninguna EOS mejor que AVDW. Si se considera un conjunto restringido de estados,
eliminando los que corresponden a densidades p* = 0.7, temperaturas 7*<0.8 o los
alcances extremos A = 1.125 y 2, que son en donde la mayoria de las EOS anteriores no
funcionan, se obtienen entonces los resultados de las columnas trés y cuatro de la tabla
II. Adn asi, solo la EOS de Fleming & Brugman resulta mejor que la ecuacion de van der
Waals aumentada. De toda la tabla se concluye ademds que las EOS HTE son mejores
como familias de ecuaciones de estado, que las EOS CN.

A continuacion se presentan, en grado decreciente en complejidad. tres EOS para el
SW obtenidas en esta investigacion y que tienen mejor poder predictivo que la EOS
AVDW. Pertenecen al tipo II, con diferentes aproximaciones para el calculo de los
términos de perturbaciones.

34 L0SL [12]

El término de campo promedio de la EOS1 es 1a expresién (7), que se discutio con
anterioridad.

Una vez que se tiene una expresion para el campo promedio, la aproximacion de
compresibilidad macroscopica (MCA) para e! término de fluctuaciones (2° orden) permite
dar también una expresion cerrada de a.,

Aypeq = — Yody (M, A)K e (M) (13a)

Sin embargo, esta aproximacion no es adecuada para alcances intermedios. la
aproximacion de compresibilidad local mejora ligeramente a MCA pero requiere la
evaluacion de la segunda derivada en densidad de o, , lo cual amphfica errores de la
interpolacion de este tériino.

L.a EOS1 usa el termino de fluctuaciones MCA cerregide por una funcion racional
Q(n,A), obtenida del ajuste a valores de MC:

a‘.! = a}&ﬂ",i (TL }“)Q(nvl) (1 }b)
L+ QAN+ Q,(A)n + Q,(hm’ ~Q, (M)

(1-n)
donde los coeficientes 2 (A} son polinomios en : (ver tabla 1Va). La a, obtenida asi

Q(n,A) =

esta dentro dei 1.4% de los resultados de MC en los alcances 1 375 < A < | .75,
Para calcular los términos de fluctuaciones de orden superior a 2, se supone una

-

generalizacion de la aproximacion de compresibilidad macroscopica



0 s2
a,(n,B,A) = a,(n,B.A)K;
donde a! es el término virial de orden 1" . La suma de todos estos términos da la energia

libre residual,

a = Ya, = a(n.B.)K;; (142)
y donde —A

ap = =4n[(X - 1) - LSp(M)n]OP) + ¢’ (14c)

p(A) = 2 — 360 — 48%" + 57A" — /) (14d)

q(X) = 746.5 — 1701 665X + 13001% ~ 1=/ (14e)

t=ef -1 (14f)

OP)=1-B- 4P (14g)

Como el tercer coeficiente viriai del sistema SW, (’(T), se conoce exactamente [62],
es posible calcular las contribuciones de cada uno de los términos de la expansion HTE a
(’(T). Para el caso del término a, esta contribucion es el polinomio p(), ecuacion (14d).
Las contribuciones de los siguientes términos ¢, n > 3, son tambien polinomios de orden
sexto en A, que para temperaturas supercriticas se comportan de manera muy similar que
P(A). A fin de poder describir adecuadamente el tercer coeficiente virial se requiere la
correccion dada por g(), ecuacion (14e), que se obtuvo ajustando el coeficiente virial de
la EOS1 completa a los valores de la expresion exacta de Kihara (apéndice SB).

La EOS de Fleming-Brugman es de segundo orden. La EOS2 mejora el término de
fluctuaciones usando las mismas ideas para la construccion de a, en la EOS1. La energia
del campo promedio de la EOS2 es la expresion (8). La a, de la EOS2 tiene fa misma

forma que (13), cuyos coeficientes _(A) se reportan en la tabla 1Vb.

3.3 EOS3 [63]
El término de campo promedio de esta EOS es la expresion (10) con las constantes de
la tabla la

Los términos de fluctuaciones de EOS3 se trataron de manera similar que como en

EOSI con algunas mejoras. Las expresiones siguientes para ¢, y a, tienen correcto el

limite de bajas densidades (con las contribuciones que corresponden al segundo vy tercer
coeficientes viriales, como en el caso de ¢, ) y los limites de corto y largo alcance. En
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. . - , . . 3
particular, para u,, se cuidd que el término dominante de largo alcance sea ~2nA'Kj;, que

es el correcto [59], y no-2nA'K s , que es la prediccion de MCA 'y de EOS1y 2.

Se tiene que

,aﬂ\‘uz'\:*'\i»'\’
a, = —4n(N - I A Ky, - %T\Q(X)L—m—_ 3 \f (152)
-n) |
donde Q(A) proviene del tercer coeficiente viral exacto [62],
_ 5 _ <4 3 g 2 N
Q(h) = 5K - 5A + 850 — 7547 —11la — 111 (15b)

2 + A+ 1)
Los coeficientes o, en (152) son polinomios en A cuyos coeficientes fueron ajustados
a los valores de DM de a, [26]:

oy, = 187.1418 - 335.6845) + 185 852827 — 34,8731’

oy, = 1833.196 — 5284.990A + 5488.597A — 2453.347A% + 402 468%"  (15¢)

~-6185.70 + 16431.21A — 16084.08A% + 6886.40%° - 100911*

Para la energia residual la expresion obtenida es

a, = -4n(X = D[(1 - LSsOMKOB) + 4r(MnKp (1 - Y] (15d)

a Im

il

donde la contribucion exacta de a, al tercer coeficiente vinal es

~492° ~ 490% + 29371 + 5AF - 211A - 211

s(A) = . (15d
) 6(F + A +1) (1>d)
mientras que las contribuciones de orden mayor se parametrizaron por r(A),
r(L) = 4.94876 + 0.097245X ~ 12.912601% + 7.86320%° (15€)

Las variables ¢ y O(B) son las mismas de EOS1 (ecuaciones 14f y 14g) Las
expresiones (15) se obtuvieron siguiendo un razonamiento analogo al usado con EOSI,
tomando en cuenta el desarrollo virial expuesto en el apéndice 5B. Las expresiones para a,

v a, se pueden simplificar si el requerimiento de tener un tercer coeficiente vinal exacto

no es exigido.
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Tabla IVa. Constantes para Q(n, 1), factor de correccion del término de segundo orden

de la energia libre del fluido de pozo cuadrado, EOS1, respecto al valor predicho por la

aproximacion de compresibilidad macroscopica (1,2]

Q,, Q0 Q,,, Q,
-150.4141 651.0186 -86.89659 -775.5074
295.5278 -1182.422 -15 0961 1603.865
-188.7726 701.2853 127.1438 -1089.664
39.05170 -135.489] -51.78439 243.7498

Tabla 1Vb. Constantes para Q(n. 1), Sactor de correccion del término de segundo orden

de la energia libre del fluido de pozo cuadrado, OS2, respecto al valor predicho por la

aproximacion de compresibilidad macroscopica [1,2]

Q,, Q,. Q,, Q,,
1849.68 -9026.93 16641.4 -10038.6
-4960.69 247477 -45684.5 27420.2
4982.78 -25282.2 466806.9 -27891.9
-2216.02 11393.5 -21036.0 12516.6
367.4680 -1909.50 3524.69 -2090.19
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4. Resultados.

Las ecuaciones de estado anteriores fueron comparadas con el mismo conjunto de
estados de simulacion usado anteriormente. Las desviaciones cuadraticas medias totales,
tomando tanto los datos de MC como los de DM (391 en total), son los siguientes:

AVDW EOSI EOS2 EOS3 EOS3 MF

0.681 0.487 0.601 0.166 0.191

Se observa que las EOS de esta investigacion tienen un poder predicitivo global
mejor que el de AVDW. La presion de la EOS1 es adecuada para densidades p* < 0.7,
temperaturas 7* > 0.8 y alcances 1.375 < A € 1.75. La EOS2 tiene un margen mayor de
validez en densidad (p* < 1.0) pero tiene las mismas limitaciones en temperatura y alcance
que la EOSI. La EOS3 y su version de campo promedio, EOS3 MF, tienen intervalos de
validez mayores: p* < 1.0, 7*>05 v 1.125< A £2.0, y son las mas exactas. Para
todas estas EQS se tiene que las energias libres y las internas se comparan bastante bien
con los datos de simulacién.

Mientras que la EOS2 es una teoria de segundo orden, las EOS1 y EOS3 modelan la
serie completa (2a). Se construyeron asi con la finalidad de incluir de la mejor manera
posible el comportamiento virial hasta el tercer coeficiente. El segundo coeficiente virial es
exacto en ambas ecuaciones, pero el tercero es aproximado. Como se vio en el capitulo
anterior, los mapeos cinéticos son sensibies a la exactitud de la representacion de la
informacion a bajas densidades.

Otras propiedades que son sensibles a la informacion virnial son las referentes al
equilibrio de fases liquido-vapor. Las figuras 5 y 6 muestran el equilibrio liquido-vapor del
SW para A = 1.5 usando la EOS1! y la EOS3, respectivamente. Aparte de los resultados de
simulacién del Monte Carlo Gibbs ensamble [50] -circulos-, se tiene para este sistema los
datos de dinamica molecular de Chapela ef al [48] -asteriscos-, que muestrean densidades
ortobaricas para temperaturas menores que las usadas en el MC Gibbs. Otros datos de
referencia incluidos en estas figuras son los puntos criticos de la simulacion DM de Adler
et al [43] y de la teoria de perturbaciones de segundo orden de Henderson ¢f al.[14], y Ia
curva de coexistencia de la EOS AVDW. Las densidades ortobaricas de la EOSI

concuerdan razonablemente bien con los datos de simulacion, si bien en fa region del
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liquido es notoria la limitacion de esta ecuacion de estado para predecir bien las
propiedades del SW a densidades altas. La EOS3, figura 6, mejora notablemente la
descripcion inclusive a temperaturas del orden de 0.5, que ya es una temperatura muy

cercana al punto triple del SW de A = 1.5 ( 7,* =~ 0.41 [64]) . También esta figura muestra

que si se usa el desarrollo perturbativo (2a) solo hasta orden uno -esto es, en la
aproximacion de campo promedio-, la ecuacion de estado resultante (EOS3 MF) predice
casi la misma curva de coexistencia que la EOS3 completa, salvo en la zona que
comprende al punto critico, donde cualquier ecuacidn de estado analitica necesariamente
falla por predecir exponentes criticos clasicos.

Como estudios previos lo han probado ya [14, 49, 50], el desarrolio de perturbaciones
(2a) predice resultados mas satisfactorios conforme el alcance del SW aumenta, y la region
del punto critico donde esta teoria predice valores incorrectos se va reduciendo. Las
figuras 7 y 8 muestran las curvas de coexistencia de la EOS3 y la EOS3 MF para los
sistemas A = 1.25 y A =175, respectivamente. La EOQS3, como era de esperar, predice
valores mas cercanos a los datos del MC Gibbs que si solo se usa el campo promedio.
Pero la forma de las curvas de coexistencia de ambas ecuaciones se parece mas a los datos
simulados en el caso del alcance mayor. Benavides e al [49] probaron que para A =3 la
coincidencia es practicamente exacta con la EOS AVDW .

La variacion del punto critico con A en el espacio (p*,T*,A) traza una linea critica en

la parte superior de la superfice liquido-vapor que separa las regiones de una y dos fases.

Si se proyecta esta linea cn el plano (7*A) se obtienen las curvas de la figura 9 para

1< X <3, segin sea la EOS utilizada. En general, T. *(X) no es muy sensible a las

Fad \

aproximaciones y tiene la dependencia proporcional en A’ de la EOS AVDW, aunque esta
ecuacidén predice una temperatura critica no nula cuando X =1, resultado incorrecto
porque el {luido de esferas duras no posee transicion liquido-vapor. En la region A <2 la
EOS3 MF tiene cualitativamente el mismo comportamiento de los datos MC Gibbs, con el
limte correcto T_.* — Ocuando A — I, pues, por construccion, EOS3 MF y EOS3 se
reducen a la ecuacion de Carnahan-Starling [3] si 2 = [. Ni la EOS1 nmi fa EOS2 cumplen
con este requisito, razon por la cual tienen también temperaturas criticas no nulas en este
valor del alcance. Para la region 2 <2 <3, la EOS de largo alcance de Benavides & Del
Rio [59] practicamente hace una continuacion suave de la linea EOS MF. En A =3 esta
ecuacion, la EOS AVDW vy los resultados de simulacidén estan dentro de la misma

preciston del 1 % entre ellos, v para A =3 la AVDW puede considerarse como
virtualmente exacta [49].
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La figura 10 muestra el comportamiento del factor de compresibilidad critico ZC(/I),

que es una propiedad mucho mas sensible a las aproximaciones realizadas. Sin embargo,
resalta el hecho ya mencionado de que con el aumento del alcance la prediccion de las

diferentes EOS tiende a asemejarse a los valores de simulacion.

5. Solucion RHNC de los fluidos SW

Smith & Henderson [54] probaron en 1978 que la mejor teoria de ecuaciones
integrales para predecir propiedades estructurales y termodinamicas para el SW es la que
ellos llamaron CHNC. En realidad, como estos autores hacen notar en su articulo, la
CHNC no es otra teoria que la version primera de la RHNC de Lado [66]. Como se
explico con detalle en el capitulo 2, a partir de la hipOtesis sobre la universalidad de la
funcion puente [66] resurgio el interés en esta teoria [56, 67]. La condicion termodinamica
local para encontrar el diametro del puente de csferas duras (Lado, 1982, [56]) y la
parametrizacion de la funcion puente ( Mahjevsky & Labik, 1987-1989 [57], [58]), junto
con un algoritmo muy eficiente y rapido para ia resolucion de la ecuacion de Ornstein-
Zernike (Labik, S., Malijevsky, A., & Vonka, P, 1985 [68]), permitieron la
implementacion de la RHNC para el calculo de propiedades estructurales vy
termodinamicas de potenciales esféricos.

Usando estos procedimientos se estudio la solucion RHNC, en su nueva version, del
fluido SW {55, 69]. Mientras que para potenciales continuos bastan 1024 puntos de malla
para obtener soluciones precisas de la ecuacion Ornstein-Zernike con el procedimiento de
Labik er al [68], en el caso del SW se encontro necesario usar 4096, con un tamano de
malla de Ar = 0.00156250c, a fin de obtener resultados de precision similar.

Se estudiaron asi propiedades estructurales y termodinamicas para sistemas SW en las
regiones 1 <A <2, p*<1.0 y 0.6 < 7* <100, encontrandose en todos los casos
excelente concordancia con los datos de simulacion disponibles. Como ejemplo de ello, en
las figuras 11, 12 y 13 se muestra la funcion de distribucion radial para tres sistemas
(A = 14,1516, respectivamente) en el estado termodinamico p* = 0.7, 7* =2 0. Los
circulos corresponden a datos de simulacion MC [70].

La base de datos SW-RHNC generada asi puede ser usada, con procedimientos
adecuados de interpolacion, para generar las propiedades deseadas en cualquier estado
termodinamico y para los alcances sefalados. Por ejemplo, una aplicacion de esta base fue
el mapeo cinético del sistema LJ a fin de conocer la forma que deben de tener los
parametros SW. Otra aplicacion posible es el estudio del comportamiento de la region

critica del SW, a fin de conocer mejor la evolucion de la forma de la curva de coexistencia
con la variacion en A.
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6. Conclusiones

En este capitulo se ha mostrado que es posible construir ecuaciones de estado para
familias de sistemas de nodulo duro. Esto reviste capital importancia para la teoria
expuesta en los capitulos previos, pues estas EOS constituyen los modelos de ecuaciones
de estado universales para fluidos simples y moleculares. La exposicion ha seguido, en
cierta manera, un desarrollo historico, para mostrar que es también posible hacer eficiente
"la ingenieria de EOS", de tal modo que se pueda ver que de la EOS1 a la EOS3, en el
caso del SW, existe una gran economia de formulas y constantes, sin sacrificar la precision;
por el contrario, se ha mejorado.

Sin. ser una demostracion excepcional o sorprendente, también se ha visto que la
tcoria RHNC, en su version moderna, es un método altamente rentable para generar
propiedades estructurales y termodinamicas de sistemas con potencial discontinuo, y que la
precision obtenida es del mismo orden de las simulaciones, como sucedia en el caso de
potenciales continuos. Y esto consituye una ventaja: es una via alternativa a la
simulaciones computacionales para generar informacion.

Apéndice 5 A
La expansion de corto alcance de (1, ) = ag,/121es
bn.A) =3 b, (n)(A - 1)", (A1)

donde b, (n) = 9"b(n, k)/()‘k’”, evaluado en A = . Definiendo h* = b,/%,, las funciones

de la parametrizacion (7c) resultan ser:

V= - (A2)
0 = [nB? = 2b, * 42yb, * -2p(b, * —v) - | (A3)
b * +y
tan ¢ e l__j_E_ (A4‘)
8]
G A5)
7 cosd (A5

y donde pt es la solucion de la ecuacion cuadratica A’ + Bu + (' = 0:
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A=12y

B = -6y + 4yb * +b, ** ~2b, * +np?

C = -6y, * +(6b, * =3nB2 — b, * )y + (b, * -B)np? + b, * b,

De la referencia [7] se tiene que

bO = _1, + _{Ef{_\_._:_l_
3 24n
by = 1= s
0
b, = b ~ 1 dyus
2 ox

-~ ,0 ~2 0
b 2y 1 Gy
) =

303 ox 6 oxt

* _3[)3 x

(A6)

(A7)

(A8)

(A9)

(A10)

donde x = r/c, yp es el valor de contacto de la funcion de cavidad HS -obtenida de la

ecuacion de estado de Carnahan-Starling [3], vy sus derivadas primera y segunda son

funciones conocidas de la densidad [6].

Apéndice 5 B
El desarroilo virial de la presion del sistema SW es

Br
p

donde el segundo coeficiente virial B vale
Blrea) = 4f1- (2 = 1)]
y el tercer coeficiente virial (" vale

C(r*a) =10+ 1,(M)r + 1,(A)% + L (A)FP°

VT

=1+ B(T* M)+ C(T . A)n?+..

donde ¢ = ¢

diferentes para 2, > 2 y para A < 2 de acuerdo a la formula de Kihara [62].
El desarrollo de r en potencias de 1/T* en (B2) vy (B3) permite conocer la

(B1)

(B2)

(B3)

~ 1,y I,, I, e I, son polinomios de sexto orden en A con coeficientes

contribucion virial-de cada uno de los términos g, del desarrollo (2a). Los términos a, y

@, de EOS2 no tienen el limite virial correcto para B y (', mientras que los de EOS1 dan

bien B pero no (. La EOS3 tiene las contribuciones correctas en ambos casos.

El desarrollo virial exacto de «; es, cuando n— 0,
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Q(nA) = —%(‘ﬁ CDnt pM) e (B4)

donde p(A) es el polinomio de la ecuacién (14d) si A <2, de acuerdo a la formula de
Kihara para C [62].

Los siguientes términos a,?,n> 3, tienen desarrollos similares a (B4) y (14d) La

contribucion proporcional a | en a’ es —-4(7&3 - 1)/n!, pero no es posible representar de

manera similar con un término condensado la contribucion proporcional a n°, porque para
cada valor de n se obtiene, de la formula de Kihara [62], un diferente polinomio de sexto
grado en 2. Sin embargo, se realizd un analisis cuidadoso de estos polinomios paran =4y
5 y se encontré que tienen un comportamiento muy similar a p(A) a temperaturas
supercriticas, por lo que se asumid como valido para cualquier orden. El término genérico

a? tiene entonces la siguiente aproximacion:

n[4(?x3 -1+ 6;)(7\.)n}

n!

ar?(nl)") = » (n 2 3) (BS)

expresion que tiene la contribucion exacta al segundo coeficiente vinal (B2). Por (BS), la
energia libre residual (2b) a bajas densidades puede ser escrita en forma cerrada como

ap(nA,T*) = -an[(¥ ~1) - 1.5p(M)n]O(p) (B6)
donde @(p) esta dado por (14g)

Como la aproximacion (B5) falla a temperaturas subcriticas, (B6) ¢s corregida en la

EOS! y en la EOS3 con términos proporcionales a r° y r* - 7, respectivamente, a fin de
introducir el comportamiento correcto a bajas temperaturas. Los polinomios (1),

ecuacion (14e), v r(X), ecuacion (15¢), se obtuvieron entonces ajustando las expresiones

resultantes a los valores exactos del tercer coeficiente virial.
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CApriTULO VI
CONCLUSIONES GENERALES Y PERSPECTIVAS

1. Conclusiones generales

La investigacion doctoral tuvo como objetivos centrales: 1) la fundamentacion del
método de sistemas equivalentes para generar ecuaciones teoricas de estado, es decir, EOS
deducidas de los principios de la mecanica estadistica, y 2) la aplicacion y prueba del método
en la obtencion de TEOS para modelos especificos de fluidos simples y moleculares.

Respecto del primer objetivo podemos concluir lo siguiente:

1) el uso de sistemas equivalentes en la teoria de liquidos se ha restringido
practicamente al caso de fluidos con potenciales repulsivos y sistemas equivalentes de
esferas duras, pero se ha probado aqui que es posible generalizar su aplicacion a sistemas
con interaccion atractiva, mediante el uso de sistemas equivalentes no conformes, de nodulo
duro y con potencial atractivo monotonicamente decreciente con la distancia interimolecular.
Se encontaron dos nuevas maneras diferentes de definir equivalencia entre sistemas: los
canonicos y los cinéticos.

2) El uso de sistemas canodnicos esta actualemente limitado por la falta de
representaciones para sus funciones de cavidad. El unico caso disponible es el del SW, que
presenta dificultades en su aplicacion, porque las ecuaciones del mapeo canénico no siempre
tienen solucion.

3) Los sistemas equivalentes cinéticos son de aplicabilidad mucho mas general que los
candnicos, y se encontro que las ecuaciones del mapeo cinético tienen solucidon para una
variedad de sistemas simples y moleculares.

4) Los sistemas equivalentes cinéticos son ademas mapeables entre si, como se probo
para el yukawa y el SW.

Y respecto del segundo objetivo concluimos que:

1) la TEOS consiste en: a) la ecuacion de estado del sistema equivalente de nddulo
duro, y b) formulas para los parametros de este sistema, que determinan como las
propiedades cinéticas del sistema real se generan con las del equivalente. segin los valores
de la dens:dad y la temperatura.

2) La exactitud de la TEOS esta determinada por: a) la exactitud con la que son
calculados los parametros promedio de colision, usados en el mapeo cinético, y b) por la
exactitud de las formulas para los parametros del sistema equivalente.

3) Por el comportamiento regular y suave en densidad y temperatura que tienen los
parametros de colision del sistema equivalente, soluciones de las ecuaciones del mapeo

cin€tico, resulta entonces que: a) solo es necesario conocerlos en un numero reducido de



estados termodinamicos, lo cual da economia al método en cuanto a la informacion que se
requiere del sistema mapeado, y b) se logra que las formulas del mapeo sean compactas y
sencillas, de tal modo que el nimero de constantes involucradas es también reducido. Estas
dos caracteristicas optimizan la construccion de la TEOS.

4) La TEOS generada con el método del mapeo cinético ofrece las siguientes ventajas
respecto a otros métodos propuestos recientemente (teoria del "nimero de coordinacion”
(NCTEOS) y teoria de Song & Mason (SMEQS)): a) es mas exacta, como se probo aqui
para el fluido LJ (TEGS > SMEQS, inclusive si se usa una aproximacion perturbativa en el
calculo de los parametros de colision); b) son de mayor rigor en su fundamentacion teorica,
pues no hay ambigiiedad en la defincion de las cantidades usadas (lo que no resulta cierto
para el "namero de coordinaciéon”, un concepto poco preciso, y un tanto artificial, en
sistemas con potencial continuo), y éstas tienen un claro sentido fisico, deducido de la teoria
cinética y de la mecanica estadistica; y ¢) permite la obtencion de ecuaciones de estado para
familias de sistemas.

5) Se dispone de un método para obtener la EOS de los sistemas de nodulo duro al
nivel de la aproximacion del campo promedio. Esta aproximacion es parcialmente adecuada
para el SW, pero es mucho mas exacta para sistemas cuyo potencial atractivo decrece mas
rapidamente con la distancia que el SW, como sucede con el pozo triangular y el yukawa.

Ademds de estas conclusiones referentes a los objetivos de la tesis, se encontro
(capitulo III) que los parametros de colision son cantidades que, por un lado, estan
directamente relacionados con el cilculo de la presion de un fluido, v que por otro lado
tienen regularidades directamente relacionadas con la forma del potencial intermolecular
(suavidad o dureza, elongacion, tamaiio de nodulos cuando los hay, etc.) La existencia de
propiedades estadisticas con este tipo de caracteristicas resultan muy atractivas para
establecer conexiones entre una cantidad macroscopica (la presién) y vanables
microscopicas (el potencial intermolecular), tal v como sucede con los coeficientes viriales
de un fluido poco denso, pero que ahora son validos también en liquidos. Desde el punto de
vista de la termodindmica molecular, este hecho es de primerisima relevancia, pues

constituye un método de sistematizacion de propiedades macroscopicas versus las
microscopicas.

2. Perspectivas
Existen varios aspectos que quedaron por explorar en esta investigacion, v que se
sugieren aqui para futuro desarrollo.
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1) Caracterizar las propiedades estructurales y termodinamicas de sistemas de nodulo
duro con interaccidn atractiva, los cuales se pueden usar como sistemas equivalentes de
fluidos simples y moleculares.

Esta tesis ha presentado un estudio detallado de uno de estos sistemas, el fluido SW,
con el cual se obtuvieron TEOS para otros fluidos usados frecuentemente en aplicaciones a
sustancias reales. Sin embargo, se mostrd que los parametros del fluido de yukawa tienen un
comportamiento mas sencillo que los del SW cuando ambos se usan en el mapeo del mismo
sistema. Esta sencillez repercutira en la obtencion de formulas de mapeo mas simples, y por
lo tanto, en TEOS 6ptimas con mayor facilidad en su aplicacion.

Ademas, conocer mejor a otras familias de sistemas, como el pozo triangular, el
yukawa o el sutherland, permitiria profundizar tanto en la teoria de sistemas equivalentes
canonicos presentada en el capitulo II, como en las propiedades de las transformaciones
entre los sistemas atractivos de nodulo duro, visto en el capitulo IV para la pareja SW-
yukawa.

2) Extender a familias de sistemas con potencial continuo, como el potencial de Mie u-
m o el exp-0, el analisis de familias de ecuaciones de estado, realizado hasta el momento solo
para los sistemas atractivos de nddulo duro (SW, pozo triangular y yukawa, capitulo V). El
contar con TEOS de este tipo daria mayor flexibilidad a su aplicacion para sustancias reales,
asi como también caracterizar mejor las transformaciones entre sistemas de diferente forma
de potencial.

3) Estudiar con mas detalle la dependencia funcional de los parametros de colision con
las propiedades de! potencial intermolecular. En esta investigacion se mostro que cuando se
usa al SW de sistema equivalente se enuentran regularidades en e! comportamiento de sus
parametros con el cambio de la forma del potencial del sistema mapeado.

La necesidad de obtener informacion mas precisa sobre los parametros de colision
versus la forma del potencial esta entonces muy relacionado con el punto 1, pues usando
otros sistemas equivalentes diferentes al SW se podrian resaltar las caracteristicas de esa
dependencia. En concreto, dado que el pozo triangular es un sistema con una interaccion
atractiva ma realista que el SW, pero de forma mas sencilla que el yukawa o el sutherland,
podria suponerse que fuera un mejor sistema para hacer estos estudios.

4) Los sisternas moleculares estudiados en esta tesis son no polares. Una extension
natural y obvia de la teoria de los sistemas equivalentes cinéticos es su aplicacion a fluidos
moleculares polares.

El desarrollo de TEOS para mezclas y para fluidos en campos externos son otras dos

extensiones naturales de los métodos desarrollados aqui. En particular, en el tema de
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adsorcion de monocapas, Del Rio & Gil-Villegas probaron ya en otro lugar que el SW es un
sistema equivalente adecuado en la modelacion de sustancias reales.

5) Otros temas de desarrollo donde es menos clara la extension de la teoria, pero que
tiene sentido explorar, son: a) el uso de las variables cinéticas del capitulo III en la
modelacion de propiedades de transporte, y b) el estudio de fluidos en proceso de
solidifacion.

3. Epilogo
Si bien este trabajo es un esfuerzo bastante incompleto de termodinamica molecular, en
la consecusion de ecuaciones de estado entendibles al nivel mas elemental -con la
construccion de Bernoulli como paradigma basico -, se espera haber cumplido con el
requisito elemental y responsabilidad primera, no incluido en los reglamentos ni lineamientos
del programa doctoral, que deberia esperarse de un candidato a doctor en ciencias, y
particularmente en fisica, antiguamente filosofia natural:

contribuir a fa concepcicn unificada del universo.
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