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CAPLTULO I 
I K T R O D U C C I ~ N  

TEKMODINAMICA MOLECULAR, ECUACIONES TEORICAS DE 
ESTADO Y SISTEMAS EQUIVALENTES 

1.  La termodinámica moleclalar 
L a  visión molecular de la materia constituye el pu,.ro  de referencia filosófico central 

de la fisica moderna. La mecánica estadística es la disciplina que  concreta el propósito de 
entender y cuantificar esta referencia a partir de una metodologia muy clara en sus 
orígenes: el análisis estadístico para obtener los pafrotm gIoba1e.Y del comportamiento 
microscópico, observado a escala macroscópica. L a  termodinámica molecular es la rama 
de l a  mecr'tnica estadística orientada a generar nlodclos rnoleculares para explicar In 

terrnodinimica de las sustancias. 
En  el caso  de los fluidos, la necesidad de  este tipo de modelos no scllo cs relevante 

para la generación de la cultura científica, sino  también por In importancia que estos han 
tenido,  desde la época de Carnot, en  el desarrollo tecnológico. La  ecuacicin de van der 
Waals, 1873, fue el punto de partida de l a  termodinimica n~olecular en fluidos, y hasta l a  
fecha ha servido co~no punto de orientacibn en el desarrollo de ecuaciones de estado, 
empíricas y semiempíricas, para fluidos  simples y moleculares. 

El contar con ecuaciones de estado a la van der Waals, funciones explícitas de las 
variables de estado y de los parimetros moleculares que caracterizan a las sustancias, 
ofrece varias ventajas respecto a modelos stniernpiricos, seait cstos  obtenidos 
directamente de la experimentación con sustancias rcalcs, o bien, cie los "experiInentos" de 
moda, las simulaciones por computadora. Podemos mencionar las siguientes ventajas: 

i) L a s  EOS son obtenidas de primeros principios (aunque a veces, como en el caso 
de van der Waa!s, la dcrivacih rigurosa sea posterior a la EOS) 

ii) Los parámetros y variables que las describen  tienen significado fisico claro 
i i i )  Permiten generar predicciones consistentes de diferentes propiedades 

termodinámicas. 
i i i i )  Son la base para la descripcibn de fendmenos más complejos (nvxclas, fluidos en 

campos  externos, referencia para modelación de fluidos complejos como los 
coloides, etc.) 

iv) Son aplicables aim cuando el potencial intennolecular real sea descowxido, que  es 
el c::w m á s  común para la nlayoria de las sustancias. Esto significa que los parámetros 
involucrados en  el modelo sean derivables de información experimental, como sucede, por 
ejemplo, con los coeficientes vir-ides y de transporte. 



v> L a  teoría  ofrece la bondad de ser sistemáticamente mejorable en exactitud,  debido a 
que  se  conoce el origen fisico de aproximaciones y parámetros, lo cual permite determinar 
la sensibilidad de las propiedades macroscópicas con la variacihn de  parámetros 
relacionados con el comportamiento microschpico de las sustancias. Dicho de  otra manera, 
mediante la manipulación de  estos parámetros microscópicos es posible rnodeiar la 
termodinrimica de l a  sustancia con la exactitud requerida. 

2. Ecuaciones teóricas de estado 
Podemos resumir el objetivo de la termodinámica molecular en una frase: la obtención 

de  ecuaciones teóricczs de  estado (TEOS). Una TEOS para l a  propiedad termochirnica  de 
un fluido, por ejemplo la energía libre de I-Ielmholtz A ,  es una ftlnción explícita de las 
coordenadas termodinámicas, en este  caso, !a densidad p y la temperatura 1: y del 
conjunto de parámetros lnoleculares (Y, } que caractcrizan a la sustancia: 

A := A ( p ,  7*;{Y1}) ( 1 )  

L a  mayoría de los fluidos son clásicos, esto es, sus propiedades quedan  descritas 
mediante la rnecinica estadística clisica porque, los efectos  cuinticos son despreciables a 
las temperaturas en que existen; el potencial intermolecular se  describe ~nediante la 
mecánica clisica y sólo depende de las coordenadas de posición y orientación.  Nuestro 
andisis se rcstringirá a este tipo de fluidos, con la aproximación de aditividad por pares 
para el potencial intermolecular. Se usarii la descripción del ensamble canonico, cuyas 
variables naturales son la  densidad y la temperatura. El potencial temlodinrimico en esta 
descripcihn es la energía libre de Helmholtz d .  Como l a  propicdad que conviene 
representar por una ' E O S  es precisamente el potencial termodinhico del sistema en 

estudio,  cuando hablemos de urta TEOS nos estaremos refiriendo ;1 una ecuaci6n del tipo 
(1).  

Además, se requiere que [ l ] :  

l .  La dependencia de A en p, 'I' y {Y, ] sea derivada de la mecánica estadí&a clizsica. 

2. Los parámetros { Y ,  } deben de estar bien definidos como funcionales del potencial 
intermolecular binario del  fluido. 

3. La dependencia de los parámetros { Yl ] en p y 7'pueda ser paranletrizada 

analíticamente. 
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3. Sistemas equivalentes 
Esta tesis presenta una metodologia para generar ecuaciones tebricas de  estado e 

llustrzr asi algunas aplicaciones de la terrnodinámica molecular. El meollo del método 
consiste en usar skternas eqtrivnfelltes a la sustancia en estudio:  esto es, sustituir al sistema 
real, muchas veces parcialmente conocido, por otro sistema cuya termodinámica molecular 
sea bien conocida. Esto se puede hacer de diferentes maneras, y de entrada  se  podría  dudar 
que este tipo de  sustituciones sean de aplicabilidad rimy general. Pero aquí se demostrará 

que es posible constnlir teorias en donde el sistema equivalente y la manera c a ~ :  representar 

las propiedades reales cumplen con los requisitos sefial~dos en I y 11, y que sirvan pzra una 

variedad de susiancias, de tal forma quc la ccuacibn de estado del sistema equivalente 
funcione como una EOS "universal". 

El capítulo siguiente discute en general u1 uso de procedimicntos similares usados en 
otras ireas dc l a  fisica,  para luego concrc:ar lo que entenderemos p o r  "sistema 
equivalcnte" en teoría de líquidos El capítub fitlalizn con la introducci6n de un tipo de 
sistc:nas equivalsntes, que llamamos alii cmmjcos, mientras que el capitulo 111 presenta In 

teoría de otros sistemas equivalentes, los crnL;!s'cos, de apiicrabilidad mucho mis general. Eí 
capitulo JV ilustra l a  construccibn dc ecmrlcioncs teóricas dc  estado con los sistemas 
cquivaferites cinkticos y el capitulo V esti dedicaclo ai estudio de !as ccmciones  de  estado 
de los sistemas equivalentes que f1eran usad::~ ea lo:; capitulos previo: En el capitulo VI 

se dan 12s conclmiones y perspectivas de l a  inver:.igacitjn doctoral. 



CAP~TULO I1 
TEORIA DE SISTEMAS EQUIVALEN'TES. 1 

SISTEMAS EQUIVALEPITES  CANbNICQS 

1. Introduccih 

El concepto  de sistema equivalente ha sido fructífero en diferentes ramas de la fisica. 
En términos generales, un'33tema equivalente es aquél que por razones de conveniencia 
matemática o fisica se utiliza para modelar un sistema de intcris, para el cual resulta mis 
dificil obtener informacibn. Comencemos por la mecrinica  clásica y pensamos en un 
sistema meccinico formado  por una particula de masa m y con energía potencial U ( r ) ;  el 
hanliltoniano del sistema es 

-2 
I-I = + U ( r ) ,  

2ni 
dondc p es el impetu de l a  partícula. Sabemos que no siempre es posible obtener 
soluciones analíticas para las ecuaciones de movirniento , 

porque las ecuaciones diferenciales implicadas resultan generalmente dificiles de resolver. 
Sin embar:;o, un método general para tratar de hallar su solución de manera sistemática es 
mediante la introducción de nuevas coordenadas {x,n} que cumplan dos requisitos [ I  I :  

1 )  que el hamiltoniano nuevo Elo,  reescrito en las nuevas coordenadas, sntisfiga las 

ecuaciones de Hamilton (esto es, covariancia frente a la transformacibn), 

2) que !as !.:Llevas ecuaciones de movimiento sean más sencillas que 'las del sistema 
original, de tal manera que su  solucibn se facilite. 



Una transformación de  este tipo se llama canónica. Es un mapeo del espacio de 
coordenadas { r , p } ,  donde el hamiltoniano es H, al espacio de  coordenadas nuevas 

(X,.>, donde el hamiltoniano es H0. Se busca que la transfx"nracihn genere un R I ~ ~ C X  

nbmero de  constantes  de movimiento, porque de esta manera. se facilita la solución del 
problema completo. 

Si bien  en  las transformaciones canónicas se asume que cl sistema fisico es el mismo 
antes y después del cambio de  coordexdas, es posible reinterpretar la transformaci6n 
diciendo que el sistema cxiginal ha sido transformado a uno cqrrwa!ellte. 

Un ejemplo que ilustra lo anterior es cl trompo simétrico en un campo  gravitatorio 
constante [Z]. El movimiento del trompo  se describe C C ~  los ingulos de Euler como 
coordenadas  cananicas ( \,y para el ángulo de roiación alrededor del eje de simetría z del 
trompo, p para el ángulo de prccesibn y 8 para ángulo formado por la vertical y el eje z) y 

los momentos correspondientes ( y v ,  pp y po). €3 trompo tiene una masa M y, por la 

simetría del sistema, sdo dos momentos de inercia difercntes, denotados  por I, e I,; (31 
Warniltoniano  en estas coordenadas es 

donde g es la aceleración debida ai campo gravitatorio y I es la distancia que hay de! 
centro de masas al pivote del trompo. La redefinicion del angulo de rotación, 

que  corresponde al de un sistema fisico diferente: el trompo con los-_tres nmnentos  de 
inercia iguales. 

El caso  extremo de una transformación canónica es cuando cl harniltoniano W, del 
sistema equivalente es  constante e iticrlticnnwlte r t rr lo  Entonces todas las coordenadas 
son constantes de movimiento Para encontrzr esta transfonnwii,n hay que resolver l a  

ecuación de Hamilton-Jacobi , c q ' a  solucibn -crrurlJo icl i q : ,  esfo e.$, C I I L I : ~ ~  t'l . s i . ~ k r w  L?.S 
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ir,legahle- es la hnción generatriz que define la transformacibn. Esta filncibn es la acción 
del sistema origirral. 

A l  pasar al nivel de descripción cuintica, una transformaciim canónica es cualquier 
operador S que sea unitario, esto e s ,  que S" = S *T, que no es otra  cosa  que un  operador 
de rotación en  el espacio de Hilbert, [ 3 ] .  Y se dice que es canonica porque la ecuación de 
Schroedinger es covariante  frente a transformaciones unitarias S. Un ejemplo concreto  de 
transformación canónica cuántica es e! cambio de la representación de SchrGedinger a la 
representación de Heisenberg, y viceversa [ 3 ] .  

Estrechamente vinculada a !a teoría de las transformaciones canónicas, In rigurosa 
identidad formal entre la mecánica  cifisica y la óptica geornétrica [4,5] permite usar 
sistemas equivnientes indistintamente entre uno y otro campo: cl rayo y la treyectoria son 
sistemas equivalentes debido a la idcntidad entre el  principio de Ferlnat y el principio de 
Hamilton (descripción de rayos y trayectorias, respecti-amente). O bien, si us;\mos los 
dzrdes seorndtricos,  que en este  caso son superficies perpendicu!ares, al rayo le 
corresponde un frente de onda y a la trayectoria un frente de accii,n constante, y entonces 
los principios que corresponde usar son los "duales" de los anteriores, que se reduccin a 
uno ~ 6 1 0 :  el principio de Huyguens CI k r  H71y~vw'ts -esto es, sin fenómeno de 
intereferencia-. En el caso mecánico, l a  expresicin matemitica del principio de Hayguens  es 
la ecuación de Hamilton-Jacob; [5]. De hecho, con10 sucede con los sistemas equivalentes 
de l a  teoría de Hamilton-Jacabi, u n  rayo o frente. de onda de luz es el análogo de u n  
sistema mecinico con hamiltoniano cero. 

L a  bGsqueda  del  principio análogo aí de IIuyguens de la ciptica, pc'r 'o  CI ill l+c.we// (o 
sea, permitiendo la intereferencia de las ondas), llevó a Schr6etfinger :: la f m m a  ecuacih 
dc la mechica ondulatoria en  sistemas cuánticos [ 1 ,S].  

El uso  de sistemas equivalentes es t anh idn  l a  piedra angular de las (c'orim de 
I)"rr"rhcrc,/o,w.s que  se usan en las tres mechicas: clisica,  cuintica y estadistica De nuevo. 
el sistema real S de hamiltoniano H es rcmplazado por uno equivalente S, con 
hamiltoniano I#,. Las propiedades de este idthno ?on bien conocidas y sirven de base para 

generar las del  sistema de interés Y aunque la equiva!encia  en estus CHSOS es uproxinlad:r, 
su aplicacibn es muy extensa, 

En los sistemas cuánticos, el método de perturbaciorles es un caso pal?icular de 1:: 
teoría de transformaciones unitarias (que, corno hemos dicho ya. son las transformaciones 
canbnicas cuánticas), pues la  perturbacibn puede ser replantexia como una 
transformación de  este tipo [3,6,7]. Si H'es la perturbacibn, tal que H == f-1 ,, -+ H', 

entonces 10s estados  propios 1 Y o }  de M, no lo serán de H por ef'ecio de h'', esto es If no 
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es diagonal en  la base ¡Yo); pero se puede diagonalizar con un operador unitario de la 

forma S = txp(-hM) donde M es otro operador, hermitiarm, y h hace las veces de u n  
parrimetro de perturbacibn que, sin embargo, no esti restringido a ser "pequeño": corno 
en los formalismos perturbativos tradicionales. La transformación canónica S constituye 
una regla de mapeo entre  estados cuánticos; por tener inversa, permite relacionar 
indistintamente ¡os vectores de estado y las propiedades (operadores)  de S y So,. Visto 

geométricamente en  el espacio de Hilbert, los estados propios !Yo) de M,, se pueden 

r o w  para transformarlos en los kets 15') de H . Pero con70 las rotaciones se pueden 

¡ m e t  también a la inversa, no hay ningún impedimento para transformar a 1 'Y) en I 'Po): 
/as prq1icJcrde.s del  sistcmrr r e d  pw&n trujqfotmarsc p m  g w c r w  !LIP; &I sisk>nrn 
equhdenfc. Aunque la equivalcncia es aproximada, resulta que en este nivcl dc 
descripción deja de existir un sistema prcjiwnfe en cuanto 9 quién cs el "aproximado" y 
quien es el original, y esto lo puede decidir el observador segiln cui1 sea e1 grado de 
conocimiento  que tenga de ambos. Esta filosofia y la búsqueda 4jle transformaciones 
análog:ts, con sustento fisico. aplicables a la mecinicn estadistica de líquidos, es el k i t -  
nlntiv de la presente tesis. 

En lia sección siguiente se estudiará la  manera de dcfinir sistemas equivalentes en ía 
mccimica estadistica de líquidos, y ya en este contexto, en la scccibn 3 introduciremos u n  
tipo especial de ellos, que llamaremos canOnicos, con fundamento en un anidisis sobre 
teorías de consislcncia terrnodinimica que guardan cierta similiiud con las tenrias de 
transfornlaciones can6nicas err !a meclinicn  clásica y la mecitnica cuántica. 

2. Sistemas eqllivallentes era l a  mccrinics cstadistica de liquidos. 

Como se mencionh anteriormente, el método de perturbaciones se ha desarroii:?do 
tambien como una herrarnienta de la mecánica estadistica. En cl caso de los líqridos este 

método ha sido muy exitoso debido í!i rol prcdominante cpe desempeiian  las fuerzas 
repulsivas intermoleculares en  el comportamiento estructural y termodinrirnico de los 
fluidos densos. Aprovechando este hecho, el potencial intermolecular del sistema "rea!" 

+ ( r )  se puede dividir en dos partes 

donde b R ( r )  es la contribuciim r-epulsiva de cono alcance, y A$ es l a  pa::e atractiva, de 

largo alcance y que varía suavemente con la distancia. LT, aproxiniacibn pcrtu~-hariva 
consiste en usar a &,( r )  como el potencial  del sistema de rekrencia y a A$ como la  
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pertLlrbación.  Del  mismo modo como  sucede en las teorías de  perturbaciones  de la 
mecánica clásica y la  mecánica cuhtica, las propiedades del sistema de referencia se usan 
para generar  las del sistema real. 

Existen varias teorías de perturbaciones que difieren según la manerade efectuar la 
separación (1) y en cl cálculo de los terminos perturbativos [8-141. En todas ellas, las 
propiedades del sistema de referencia se calculan definiendo un sistema equivalente de 
esferas  duras (HS; del inglés hartisphews), cuyo potencial es 

y cada  teoría tiene una particular forma de cómo definir al sistema equivalente HS. 
Por ejemplo, en la teoría W G A  [ 10, I 11, la cstructura del sistema de referencia es 

aproximada a la  del fluido HS mediante 1a.firncibrr de ca\kW:  

donde y R  ( r  j = gR ( r ) e  p'R(rJ,  p es la densidad del fluido, 7 su temperatura y p = I /kT  

En (3a) el diámetro G)? es función  del estado ternv?dinirnico, y se obtiene de la 

regla del blip: 

L a  ecuacih (3a) es el termino de orden cero  de la aprosimaciim perturbativa de 
y l , ( r ) .  Es una aproximacih al  nivel de una propiedad estadística, además, la regla (3b) 

implica tambikn una aproximación para una propiedad termodinimica, pues a orden uno en 
el desarrolio pcrturbativo de la energia libre de He!mholrz se tiene que : 

Las ecuaciones ( 3 )  son la definición de una transformación entre un sistema repulsivo 
arbitrario y un sistema equivalente de esferas duras. L a  equivalencia es para  una propiedad 
estructural, ecuación (3a), y para  una termodinámica, ecuacion (3c). 

Con las propiedades del sistcma de referencia determinadas por (3), sc requiere de 
una segunda aproximación perturbativa para incluir ios efectos de la interacción atractiva 
A$ [12]. Al nivel de la estructura, la aprosimacibn de orden cero es 

A r )  = Y,t&) (4a) 

1 1  



mientras que para la energía libre A :-x requiere al menos la aproximación de orden c!no 

donde N es eI nllmero de partículas que componen al  fl~~ido. y las propiedades del fluido d: 
referencia se obtienen de ( 3 ) .  

Sin embargo, en esta aproximación sólo hay equiva1:ncic cnire la estructitra dcl 
sistema real y la del sistema de esferas duras (ecuacioncs (33) y (da)). La equivalencia ill 

nivel de l a  propiedad termodinimica , 4 ,  existente en  el caso repulsivo (ecuacibr, (3c)), se 
pierde en (Jlb). 

S b '  

junto 6'311 una regia de asignacibn para l a  protimdidad del p m o  ct.tadrado, 
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ES,C’ = E 

L a  estructura del sistema es aproximada con la del SW, 

Y+) = Y S W W  (6d ) 

y además, las ecuaciones  (6a-6d) garantizan la i:;:nldad a orden uno en perturbaciones de 
las energías libres de Helmholtz: 

idas ecuaciones (6) :onstituyen la definicibn fcrmal de una transformacibn S entre e1 
sistema original y el equivalente: para cada estado termodinámico (p,  T )  existe u n  sistema 

SW ccn  parámetros o, ,(p,T),  k(p, T )  y E , ~ ~ . .  dados por (62-6c), de tal modo que las 

coordenadas termodinámicas reducidas \ p 3 , k T / ~ ]  del  fluido original se mapean en las i 

coordenadas del sistema equivalente (poi., , ~ T / E , , } .  Además, las propiedades 

termodinámicas y estructurales del sistema original quedan referidas a Ins del sistema 
eqt;ivalente; esta especificación completa la  regla de transformación entre ambos tluidos. 

Si  bien las teorías mencionadas permiten aproximar bicn  las propiedades  de liquidos 
reales, no siempre es posible garantiza; que tanto la estructura corno la termod;ninkx sea 
la bptima. Relacionado con este prolslema csti una cuestibn mas fundamental, a saber, si cc 
posible de manera general forrrwiar ur!a teoría en la mecanica estadística que e r l l r z . n h  

postule consistencia entre la estructura y l a  terrnodinrinlica calculadas COK sistemas 
equivaicntes. 

Para e! caso  de los fluidos sinlpies, el problema puede plantearse de la siguiente fbrma 
Se tiene u n  sistema S de particulas cuyr~ interaccibn binaria cs $ ( r )  y su funcih:? de 

distribucibn radial exacta  es g(s.1. Las propiedades termodinimicas de S son fhcion,l!cs 

de g ( r ) .  De  todas ellas, la fundamental en la  descripción canbnica (p, 7’)  es la mergia 

libre de FIeiml-ioltz , 4  - e! polcncid ~ertrtocirrtcín~ico que determina el equilibrio 

termodinámico-. Independientemente de la naturaleza del sistema fisico  en cuestion, existe 
consistencia entre la informacibn estructural determinada por g [ , r )  y la informacibn 
macroscópica o termodinámica dada por el potencia1 termodinimico :I. Así, dos 
propiedades hndamentales del sistema como son su presiih I’ y su energia interna ( i  



deben valer lo mismo independientemente que se calculen via la t-da termodinimica o via 
la cstadística. POI- la ruta termodinámica se tiene 

consistencia tennoclinbmica  implica para (i la igualdad dc {Oa) y (6h): 



microscópico, el  del sistema equivalente, que no  nada más represente las propiedades del 
sistema real, sino que además preserve l a  norma o C U ~ H  de la consistencia termodinrimica 
original. 

Las transformaciones (4) y (6) vistas en la sección anterior no crlmplen c3i1 las 
condiciones  de consistencia termodinámica (S). Sin embargo, si es posible reliormu!ar las 
teorías  de perturbaciones WCA y SW-WCA para garantizar esta consistencia. Antes de 
proceder a su discusión, convendrá describir una teoría de ecuaciones integrales quz usa el 
argumento de consistencia termodinámica (S) para  definir un sistema equivalente de 
esferas  duras. Esta teoría es la ecuaci6n de la cadena hipeg&!& referida ( rc fc rem~ 
!qpernetred chair] equcriion, W N C )  [ 17,18, I S]. Su exposición serviri entonces para 
plantear una teoría general sobre sistemas equivalentes C U J K ~ I J C O . Y .  

donde p = N / V  es la densidad deí sistema de N particulas en un volumen t.' y que 

interactúan con un potencial total I l ( r L i  ), que describiremos como aditiw por pares: 

La funci6n nrCr) es la infonnxiih escncinl que se requierc para peder  deteminar las 

propiedades  estiticas  de líquidos clrisicos hornogimxx, que se suponen formados por 

n-tolkculas que interaccionan via un potencial efectivo binario +I,r;; ) .  El conocimiento de 

g(r) depende,  de  acuerdo  a los anilisis  grificos, de l a  s:.j!ucibn de dos esuaciones j2! ,221. 

i 

S ( r )  = pld.t/j(r ' )c(/r  - r f j )  ( I  2a) 



Estas ecuaciones se pueden reescribir de diferente manera, pero para nuestros 
propósitos  esta selección es la más conveniente. En ( 1  2) h(r) es la función de correlación 
total, S(r) es la función serie, C(r) es la  filnción de correlación directa y H(r) es l a  función 
p e n t e .  Otras  dos funciones que serán útiles en  las discusiones de  este  capitulo  son: la 

fimción defordo, a veces llamada  también de cuidad, -v(I’)  = g(r)ep’ (r ’ ,  y el potencial de 

la berza promedio, pul ( Y )  = - In ~ ( r ) .  No todas las funciones invoiucradas en (12) son 

independientes, pues h ( r )  = g ( r )  - 1 y S ( r )  L- h ( r )  - (’(r), por lo que en realidad ( I  2) 

es un sistema de dos ecuacioi1es con frcs incógnitas. Para poder tener una solución 

completa del sistema con potencial $ ( T . ) ,  se requiere entoriccs de una cerradura o 

relacibn extra  entre las funciones. En la literatura existen vzrias teorías de ecuaciones 
integrales que se sustentan en variantes, casi todas, de  tres  cerraduras  clisicas,  de origen y 
razón Ec:ica diferentes 2201: 

l. Percus-Yevick i PY): 

3. Ecuación de la cadena hipertejida (I?rpen~ettcd c h i t ]  epatiotl, I-INC): 
O ( r )  = O (1  5) 

El punto  de partida de la RHNC fue cl estudio dc’nido a  Lado [ 171 sobre l a  
aproxi1;laciÓn de la funcibn puente en la  cerradura IINC. En esta tcnria el potencia! 
intermolecular binario +( r )  se separa como en 1 

($!l.) = cb;,(r) 4 @ , ( r l ,  (16) 

en donde + , ( r )  es fa contribucihn repulsiva de cor-io alcance y b , ( r f  es la contribucih 

atractiva, de largo alcance, pero de valor pcqkreris respecto a $,,(r). de tal forma que se 

pueda considerar como una contrihcibn perturbativa. L a  teoría RIiNC supone,  a 
diferencia de la aproximación ( 1  5) de HSC [22], que !a ccmtribuci6n a los diagramas de l a  

filnciih  puente debida a ta interaccihn bi ( r )  es nula, pero que la asociada a @ , ( r )  no. 
De esta manera el puente del sistema es: 

4. EcuaciOn de la  cadena hipertejida refaida (RHXC) 

U ( r )  = H.,(?.) ( 17a) 





”- 3.2 Sislernas egtrivalentes cancitlicos 

La teoría IWNC es un ejemplo de definición de un sisteina equivalente esfera dura 
que Salantiza la conservación de la consistencia termodinámica (8). La transformación 
esti dada POT las ecuaciones 

( 17b‘) 

( 123) 

La ecuacibn (18) es la condición de igualdad de los puentes, ecuación ( 1  7b) 

reexpresada con la función de cavidad y (  P) y l a  función serie, segim la  definición de ~ ( r )  

y ¡a ecuacibn (12a). 
La justificación fisica de esta transformación es la aparente universalidad de los 

diagramas rmntes. Existe numerosa evidencia de  que la función de cavidad tiene tarnbih 
UTI comportamiento cuasi-universal, hecho que puede explotarse con criterios  adecuados 
parz el Inapeo entre los estados termodinámicos del sistema real y el sistema equivalente. 
E h  la teoría SW-WCA, por ejemplo, la estructura de S es aproxinnda por la funcibn de 
cavidad dc S,? de acuerdo con la ecuacibn (6d) y con los parántetros de pozo  cuadrado que 
resultan de resolver los blips. (6a) y (bb). N6tese que en la teoría RHNC las rclaciones 
equivalentes son de solucibn mis complicada porque implican l a  resolución tie In ecuación 
integral OZ. Surge de manera natur:d la inquietud de  que :;i no es posible construir una 
leoria con consistencia tennodinámica y que sea de estnlctrlra matelnitica más scn!:illa que 
la RiRTC. L a  respuesta es sí, pero ai nivel aproximativo de una teoria dz perturbacianes y 
para sistemas con interacción repulsiva: Lado 1293 probó, siguiendo nn for-malismo tipo 

RHNC, que se puede reformular la teoría WCA exigiendo consistencia tetmodini~mica: 
obteniéndose mejor poder predicitivo que la versión  original W C ‘ A .  

En csta investigación doctoral se gcr~cralizó el método de Lado para el caso de 
sistemas con interacción atractiva, lo que expondremos en detalle a continuación. 

Del mismo modo que como se consider6 en  la serciim anterior, el potencial 
intermolecular $( r )  se describiri usando un csqueilla perturbati\~o. 
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donde el subíndice cero identifica al potencial del sistema de referencia y el subíndice uno 
al potencial perturbativo.  La ecuacióll. (18) es más general que (16) er! dos aspectcs: 
primero, se está  usando explicitamente, por conveniencia en el desarrollo xnatemiitico, un 

parámetro de "carga" 5 E [O,l] de tal modo que para 5 = O la ecuación (Is) da el potencia: 
de referencia y cuando 5 = 1 describe al potencial completo; y segando, el potencial de 
referencia es  arbitrario y, por lo mismo, puede tener no s610 infomacibn repulsiva, corno 
en (161, sino también atractiva, como será e! caso (iiscutido más adelante. Se ha escrito en 

(1 S) l a  dependencia explícita de $o ( P) en tres parámetros: una distancia a, una energia E y 

un parimetro adimensional h que determina la forms del potencinl. No está por d.crniis 
aclarar que se suponen conocidas Bas propiedades estructurales y tcnnodinhnicss del 
sistema de referencia. 

La energía libre dc Helmholtz configurational del finido se obtiene de. la fiancibn 

(E) definida en (1 1) y calculada con (lsj: 

A " ( < )  := -kT 111 QN (<I ( !.!I) 

L a  diferencia de las energías libres entre el sistern;i con 5 arbitrario y d sistema de 
referencia (indicado sieinpre por el subíndice O) se puede expresar, srgiin el teorema 
hndamental dcl clilcrllo integral, corno 

(31 j 

L a  integral respecto a la variable de accplamiento 5 se p.lede e\.cluar mediante el uso 

de la relación exacta (1%). rara elh será ilustrativo reexpresar el potencial de Ia h e r z n  

promedio cam3 
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(22b) 

(22c) 

y derivando respecto  a E', 

Si de  esta iiltima expresion se despeja pb,~r, que es el intcgrando de (21 j, entonces 

El procedimiento seguido en las ecuaciones (22) ha 
informacidn posible de la integral respecto a 5. Es a  este 

sido para extraer la mayor 
nivel que es necesario hacer 

aproximaciones propias de la teoría RItNC. De acuerdo a (22b), el Iogaritnlo natural de la 
función y es l a  suma de la función serie S y la función puente 11, por lo que 

Lado 1291 demostró que la integral que involucra a S puede evaluarse mediante el uso 
de la  relación de Omstein-Zernike (12a) en el espacio de Fourier. De esta manera resta la 
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integral que contiene a N ,  pero con la hipótesis de Iiosenfdd & Asi1croti [23] acerca de la 

"universalidad" de R, entonces U ( , . ;  E,) y= B o ( r )  = &,q(r; y iambilri se puede obtener 

la cuadratura de manera inmediata. La  fhrn1ula (21) para la energía iibre configuraciorlal 
termina siendo una sola integral, respecto a la variable de posición. .Al requerir que  esta 
ensrgía sea mínima, como lo exige ¡a condición de equilibrio en el ensamble canónico, se 
obtiene l a  condicih (17c) para la selccción del diámetro oi,,< y las reiaciones de 
consistencia termodinámica (8). 

Si se  supone  que además de la funcihn puente también la funci6n serie es de tipo 
"universal"; o bien, que SLI dependencia en el parántetro 5 no es muy fuerte, entonces de l a  

ecuación (2211) se sigue que el potencial indirecto y l a  hncibn de oavidnd no tiependen de¡ 
pwámetro  de carga: 

R(,.;S) = U , ( r ' ) , S ( 9 - ; 5 )  = S,(,.) =:> \v( r . ;<)  = tv, ( r )  r=. y ( r . ; < >  :: - y 3 ( ? . )  (23) 

De hecho, es bien conocido que la funcibn de f'ondo  no depende fuertemente de 1.1. 
fornu del potencinl más que en los rasgos esenciales (una partc repulsiva dc corto alcance 
con um perturbación atractiva): por lo que la hipiltesis (27), más estricta que la de lll-i?!C', 
no es muy arbitraria. Con la ecuación (23) la in:qyal restante ( 2 2 4  es reducida de nuew ;I 
una cuadratura, y la expresien resultante para. la et:qía libre cs, escogiendo el valor (5 -- 1 
que describo al sistema de intcrks, 

(2.5) 



Por la hipótesis de la que partimos, ecuacicjn (23), la ecuxibn (26b) se satisface 
automáticamerrte. La otra relación garantiza la consistencia termodinámica para la presibn 
y la energía iaterna, como en  el caso de la teoría de ecuaciones integrales RMNC. 

Conlo  estamos suponiendo que e1 poteilcial de referencia depende de tres parámetros, 
y,, := &;o, E ,  h) a 

y entongs (26a) se descompone en tres integaIes independientes, asamiendo vdriacion 
dcsacoplada  de lo:; tres parámetros: 

(273) 

N calcular 13 energía intcrna (1 y la PI csibn I' de la energía libre (24) se encuentra que 

de donde resulta evidente que las condiciones (27) garantizan la cor;s,istencia 
termodinámica en el cálculo de l i  (con ecuaci&l27a) y de P (con ecuaciones 27b y 27c). 

ES asi que se tiene una transformación S definida por- , u (  r )  = y o  ( r  ), esto es, 
equivalencia en una propiedad estGdistica, y por las reglas (27) que preservan l a  
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consistencia termodinámica, ademis  de que el sister ,la eq~:;valente tiene interaccihn 
atractiva. Sin embargo, la expresi6n final para la ecuaciOn (23) resulia ser 

(28) 

23 



donde L(r) es un poiinomio linea! en Y ajustado para dar los valores  correctos  de ~ . , ~ ~ ~ ( r )  

en r = G y en I’ = ha. Estos valores st: obtienen directamente de una ecuacibn de estado 
para la energia libre de Helmholtz del  sistema SW, comD se describe detal1adamel;:e en el 
capítulo E..’. 

Se estudió el procedimiento descrito en  el inciso b) con el si:jten;a StV v la 
pararnetrización anterior [ 153 para representar las propiedades de! fluido Iennard-jones, 
cuyo potencial es 



ecuaciones de rnapeo (27b) y (27c) no tienen  solucibn o es no fisica (h <: 1) para. 
densidades p* > O. 7 .  L a  figura 2 compara la obtenida de (29) con EOS2, en el mismo 
estado  de la figura I ,  con las soluciones fpHNC y SW-It'CA. La  tabla I I  muestra !a 
prediccibn para Z = pP/p en 7'- 2. Se observa que la predlcciórl es mejor clue cuando st' 

usa la consistencia termodinámica total. 
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En estc capitulo se h a  visto que es posible  definir formainlent-: sistemas equivalentes 
que preservan la consisteacia termodinhmica, ecuaciones (8). pero que llcvado a la 
prictica, ?.;sando al fluido SW como sistena equivalente de un fluida Lennard-Jones, las 
ecuaciones  de rnapeo (27) no  tienen solucibr, satisfactoria para l a  consistencia tot21 (P, I J  y 
A )  o la solucibn es parcial (P y A )  y no en todo el espacio tern1odin;imico completo.  Estos 
resultados no significan que la teoria no sea del todo aplicable, pues queda por determinar 
si !a parametrización (29) es adecuada, tornando en cuenta que son las derivadas  de y:;b,. 
respecto  a los parimetros del potencial I o  que sc neccsita en las ecmciones (27) Corno el 
uso de EOSl en lugar  de EOS2 en (29) no \,xió significativamente las tendencias 
observadas (salvo en !as regiones de densidad p* > U.  7 ,  donde EOS 1 deja de ser 
adecuada para el sistema SW; ver cnpítu!o V), parece ser que es la forma de la 
interpolación (29) lo clue puediera introducir las desvieciones observadas,  de no ser 
inherentes al sistema Su‘ mismo. 
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De cualquier modo, en el capítulo IV se verá otra variante de procedimiento 
perturbativo en donde alrededor de la densidad de p* = O. 7 se obtienen soluciones dobles, 
fisicamente viables, para un sistema de ecuaciones de mapeo similar a SW-WCA En el 
caso aquí esrudiado con consistencia termodinimica parcial, en esta misma regi6n de 
densidad se obtienen sistemas SW "invertidos", esto es con < 1, por lo que pareciera ser 
que un método  de consistencia termodinimica pudiera detectar muy claramente 
situaciones de  arnbiwedad física como el que se expondrk en IV. Como existen otras 
evidencias de  que el sistema SW presenta dos tipos de  estructura microscópica en esta 
región de densidades [SO], se puede concluir que independientenlente de los prob!emas 
que tenga una parametrización como (29), el sistema SW y::~ se pudiera 110 ser  adecuado 
totalmente  conlo n~odclo de sistema equivalente canónico. Por e-jemplo, un sirt' t n u  con 
potencial di: Yukawa o con potencini de pozo triangular (ver capitulo V.) pudieran scr más 
adecuados con~o  sistemas de referencia. 
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colisiones según el valor de la energía cinitica relativa ep;: si eK < j f i ~ /  ¡as colisioncs son 

elásticas y las llamaremos botes (B). mientras cpe si e K  las colisiones serin 
inelásticas y de dos tipos, s e g h  que eR aumente o disminuya al pasar el escalón SE; de 
estás illtimas a las primeras Ilamarenms c'scnpes (DS; del ins!& douu-step) y a la5 
segmdas /~r.rses (US; de up-skps), respectivamente. La frecuencia de colisi6n para cada 

tipo de evento sc expresa en tkrrniilos de la velocidad relatiira rncdin { v r )  = ( 8 k l ' / n ; 1 )  " y 

de la función de distribucibn radial del sistema g(r), de la manera siguiente: 

I '  



Figura 2. 



3. Frecuencias y parárrretros medios de colisión cog1 potenciales C Q ~ ~ ~ I ~ U O S  

En esta sección generalizaremos !a teoría anterior al caso de potenciales continuos 
[4,5]. L a  figura 2 lnuestra ei  pcdencial  intermolecula: + ( Y )  típico de sustancias simples 
esféricas. El potencial es infinito cuando I' =x yo, alcanza su  valor minino -E ~ ' n  r = fm y 

luego decrece a cero para r -+ x.  Para muchos potenciales realistas, ci, =: O. pero en los 

modelos de n6duio duro, tipo potenci,rl de Mihara, ro 1 O. 

13 j 

y psra el caso elástico atractivo: 
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La frecuencia diferencial de colisión de la ecuación (3 )  es una hnción de distribución 
de probabilidad, que puede ser usada para calcular promedios  de propiedades en equilibrio. 
El diametro medio de colisión < S >, por ejemplo, está dado por 

y es una  media de las distancias donde se ejercen interacciones repulsivas entre dos 
particulas. Para las distancias donde la fuerza es atractiva, el promedio correspondiente, 
llamado alcance medio, es 

En ambas ecuacioncs se indica explícitamente la dependencia de  estos parhetros  en 
las variables que definen el estado termodinámico en c1 sistema en equilibrio, la densidad p 
y Ia temperatura T. Esta dependencia proviene de la funcibn de correlación y( r ; p,T). 
Cinéticarnente, S > y < I > son las distancias medias de transferencia instantanea de 
momento en colisiones elisticas, y constituyen medidas apropiadas de los tamahos de las 
regiones repulsiva y atractiva de 4(r),  respectivamente. 

Qe acuerdo al teorema vinal, l a  presión P del sistema esti dada por 

;p-M!'rj 
PP/p = I + (2xp/3) drt341(r ) - -7  J: (!r 

pero  de (3), (4) y (5) resulta que la  ecuación anterior se puede reescríbir como 

Esta ecuación permite expresar la  EOS del sistema en términos de los parámetros 
promedio de colisión < S > y < I >, separa, a l a  manera de van der Waals., las 
contribuciones a la presión  del fluido provenientes de !as herzas repulsivas y atractivas. 
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4. La construcci6n de Bernoulli 
Las  ecuaciones (2a) y (6) expresan c6mo la presih de un fluido está  determinada por 

promedios de variables que describen el comportamiento cinitico  de las partículas que lo 
conforman. Del Río demostró [2,6,7] que éstas relaciones son consistentes con la 
descripción de un fluido por medio de la teoría cinétlca, ya sea que  se  trate de un sistema 
de partículas cuya interacción esté dada por fuerzas impulsivas repulsivas [6,7] o por un 
potencial simétricamente esférico arbitrario [2] . Estas demostraciones son interesantcs 
porque no nada más  clarifican  las secciones anteriores, sino porque tienen también el 
atractivo de explicar de manera muy simple cómo el flujo de ímpetu microscópico 
determina el valor de la presión, generatizandr) así al caso de fluidos densos la 
construcción  que  usó Bernoulli en el sigIo XVII para obtener la ecuación de  estado  de un 

gas ideal O “perfecto”. 

La figura 3 muestra las partículas del  fluido frente a una supertice  de rirea A .  que es 
perpendicular al eje oz. Suponemos que las partículas se mueven con una velocidad v: 2 O 
y que su momento lineal es p = pL G1 + p,i,, donde p: es la componente en  la dirección oz 

y p l  es la componente normal a 02. U n  manómetro de área 6.4, localizado en la posición 
de la superficie, detecta una fberza 6F igual al doble del promedio del momento lineal 
transferido por todas las partículas que cruzan 6A en  una direccibn, por unidad de tiempo, 
en ausencia del manhmetro. Si J es el flujo áe la componente o: del mornento Iincal a 
través  de A, ~ entonces 6F=W6A y la  presión 1’ ser6 

El flujo J está determinado por la densidad de momento p,(p) y l a  velocidad 

promedio de transferencia de momento en la  direccibn 02, \’,(p: f : 

que se puede reescribir sólo en función de la densidad de momento pp(pz)  = p = f ( p J ) ,  

donde p es l a  densidad de partículas y f (  p,) la función de distribucion para p:, 

Ahora bien,  el punto fino de  este ánalisis es el distinguir que hay dos procesos por 
los cuales el momento p1 se transfiere a trac.Cs de la superficie A - :  primero, mediante las 

partículas mismas, que transportar1 momento con la \docidad 1%- con la que ellas se 
mueven, y segundo, mediante las colisiones entre las partículas, donde el momento  recorre 
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una distancia promedio 5, por unidad de tiempo. L a  velocidad v,,(p: ) de transferencia de 
momento es entonces la  suma de ¡as velocidades de los dos procesos, pucs estos  ocurren 
simultaneamente [6,7]: 

El primer tkrmino de ( I O )  es la contr-ibucibn  del gas ideal, qu:: proviene del flujo de 
momento debido al movimiento mismo de las particulas. corno demostrci Berncullí. El 
segundo término se debe al flujo  por las colisiones entre particulas, que  comparando (6) y 
(10) resulta posible descomponerlo en dos contribuciones: el flujo dcbido ;I todas las 

colisiones elásticas repulsivas locales, que tienen el efecto neto de transferir el impetu ccw 
una velocidad promedio b'/, =< s > vR ~ y el flujo por las colisiones atractivas, con una 
correspondiente velocidad prormedio de transferencia igual a C,:,: --< í :;. Y' ,{ .  El signa 
menos en este  segundo caso significa yue el flujo se transfiere de mmwa opuesta 9 COIIIO 

sucede con las repulsiones. Mie:ltras que en éstas el irnpetu fluye en !a misma direccibn del 
movimiento de las particulas, er. las atractivas la vclocidad !*:, tiene 21 sentido contrario, O 
dicho dc  otra manera, la velocidad de trasferencia de impetu aarnenta er;, 10s evcntos 

repulsivos y disminuye con las colisionet; atractivas 

Una manera ingeniosa de ilustrar lo anterior es regresando al caso en que ci potencia¡ 
de interaccibn es discontinuo, ccmo el de la figura 1 .  Ascxiemos al sistema de particul;ls 
del fluido un gu.v de partículas puntuales, sin masa, que se n w x n  con !a misma velocidad 
instantinea cor. 12 que es transferido el ímpetu, ~ : ( p ; )  A c a t ~ a  parzicu~a real IC 

corresponde una de  este  gas, de tal  manera que mientras n o  ha\'a colisiones ambas st' 
moverán con la  misma  velocidad v z .  Pero cuando hay una colisi6a la pariicu!a del gas 
adquiere una velocidad Cr., que dependiendo del tipo de interaccitin tendri  direccihn igual 
(repulsibn) o contraria (atracción)  a ía velocidad Y* que tenía antes de1 choque. Ahora 

bien, COMO en  una  colisicin la transferencia de ímpetu es entre centros de masas. i s s  

partículas del gas se adelantan o atrasan respecto a las  reales, i ~ ~ . ~ ~ ~ t z ~ ~ i t ? ~ I ~ ~ ~ ~ ~ ; , t z ~ ~ ,  en cada 
colisicin,  en  una distancia igual a la que hay entre los centros de sn~sas.  Se xklantar !  C O ~  

los botes repulsivos ( y por ello el ímpetu fluye más rápido que c u a ~ d o  se transfiere por e l  
movimiento de las partículas) y se atrasan COR los botes atractivos. Este gas es u n  gas idcal 
en realidad, porque las particulas que lo conforman no "chocan" entre si. Por el!o i t  

constnlccibn de Bernoulli reahnente se puede extender al caso de u n  iíquido, si en lugar de 
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seguir el movimiento de  las partículas reales nos fijarnos en las particulas asociadas.  Como 
a final de cuentas lo que interesa es determinar el flujo neto de ímpetu para conocer la 
presión, entonces  este  gas cumple su función para ello. 

5. Generalización para potenciales  anis6tropos 
Las relaciones anteriores pueden extenderse al caso más general de un potencial no 

esférico $ ( r ,  o), donde r es el vector  de posición relativo entre los centros de masa de 
dos partículas del sistema y o define la orientacibn intermolecular de las  mismas (un 
conjunto de  cuatro ángulos en moléculas lineales y seis en las no lineales). La figura 4a 
muestra el sistema de referencia más general usado para definir a r y o que se conoce en 
la literatura como sistertla de laborurorio. Sin embargo, !a descripción geometrica y 
tensorial resulta más sencilla y compacta si se usa un sistema de referencia inter-mokwrlar, 
en donde uno de los ejes del sistema coincide con el vector r, como se muestra en l a  figura 
4b. La distancia entre las partículas, r = Irl, es función de In orientacibn o al momento de 

la colisión instantánea, por lo que ahora las regiones de colisiones rcpulsivas o atractivas 
quedan separadas por la distancia ?,,(m) que define el mínimo  del potencial en  la 
orientacicin w. La frecuencia diferencial de colisibn para los rebotes q:le ocurren en  las 
distancias [r, r f  d.] y orientaciones [o, IL) + dci] es [S] 

Para una orientación de  choque definida siguen siendo vdidas las relaciones del caso 
esférico, cuidando de tomar en cuenta la dependencia angular del mínimo  del potencial y 
del tamaño del nódulo, en caso  de  que &te exista. Asi. si vR(o) y v,, ( w  ) son las 

frecuencias repulsiva y atractiva, respectivamente, entonces las distancias de coiisi6n son el 
diámetro, 

y el alcance promedio, 

El siguiente paso es promediar las variables anteriores para las diferentes orientaciones 
posibles de choque. Si de manera  simbólica representamos el promedio angular como 
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entonces vRT = ( v R ) ,  y VAT = (v.q >,, representan las frecuencias promedio totales, 

que de nuevo son utilizadas para normalizar la frecuencia diferencial (12), para tener las 
distribuciones de probabilidad P,, =: p+ ( r , o  )/vR7. y P,, = 11- (r, o )/v,, con los cuales 
calcular los promedios deseados. Así se pueden  definir los pronledios de (.s)(o) y (/)(o) 

sobre  todas las orientaciones angulares posibles, que son los  parimetros  de colisibn 
dependientes del estado termodinámico: 

Y del  mistno modo que en  el caso esfkrico, la relación viriai de Clausius para fluidos 
moleculares. 

se  puede reescribir en  fknción de los parámetros cinéticos definidos con anterioridad: 

6. Reglas de mapeo cinético 
Hemos visto que las variables cinéticas definida en 5 determinan directamente la 

presión del fluido en estudio. En la sección 7 probaremos además que tienen dos 
características importantes: 1)  son variables  con regularidades en  su comportamiento 
termodinámico y 2) son variables con similitudes  para diferentes tipos  de sistemas 
moleculares. Mientras que la primera característica sefialada  indica que  estas variables se 
pueden usar con10 parámetros en ecuaciones de  estado, la segunda permitirá aprovechar 
dich.as similitudes para definir sistemas equivalentes cuyas ecuacioncs de estado sean 
conocidas, y asi obtener las que les corresponden a sistemas menos conocidos. En esta 
sección se  expone  cómo definir sistemas equivalentes a partir de estas propiedades 
cinéticas 
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Sin pérdida de generalidad, formularemos la teoria para el caso de un sistema simple S 
con frecuencias totales  de colisión v R  y v A ,  y parámetros < S y < I >. Sea (S<,(h)} una 

familia de sistemas, en el sentido ya mencionado en  el capítulo anterior, y donde el 
parámetro h determina la forma del potencial generico de ellos. Como siempre, todas las 

propiedades de la  familia (S,( A)) son etiquetadas con un índice cero. Además, S y 

{S,(h)) tienen la misma  densidad p y temperatura T’, y las partículas que los conforman 

tienen la misma masa. Los factores  de compresibilidad de ambos sistemas están dados, 
según sabemos ya, por la relación de Clausius: 

PP/P = 1 f ( 2 / 3 ( V r ) ) [ ( . 4 V ,  - (OVA] para S 

P C / P  = 1 -+ (2 , :3 (v r ) ) [ (s ) ,v~  - (0, 4 1  para {S, (2”)) 

El sistema S y algún sistema de la familia (S , (h))  tendrib la  m ~ s m  presión si usamos 

las siguientes reglas de mapeo entre propiedades, que denominaretnos reglas de mnpeo 
cinCtico . 

< 1 > o =  < l b  (16?”0 

EI, = E ( 16c) 

donde E y E, son los valores de las profundidades de los potenciales intermoleculares de S 

y {s,(x)), respectivamente 

Las reglas anteriores constituyen la definición de un sistema equivalente S, con la 

misma presión que el sistema original .Y, en el mismo estado  termodinimico. Para ello, 
concretamente las dos primeras ccuaciones indican que la s i m i t i f t d  entre los parárnetros 
de colisión es usada de una  manera rigurosa, y son las razones  de frecuencias las que 
miden esta similitud. Dicho de  otra forma, los parámetros < S > v < I > del sistema reat S 
. I_ son modificados para venerar los del  sistema equivalente. S,. Usando estos  parámetros en 
la ecuacion de  estado del sistema equivalente se genera entonces la ecuación de  estado del 
sistema real, que es frriricn en  el sentido discutido en  la introducción, pues los  parámetros 
tienen u n  claro significado físico La solución del sistema de ecuaciones (16) determina el 
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valor de h y la fraccibn de empaquetamiento del sistema equivalente para poder mapear 
las propiedades de S. 

7. Resultados 
En esta sección ilustraremos el cornportamiento general de los parámetros cilléticos 

definidos en  las secciones 3 y 5. La aplicación de l a  teoría de sistemas equivalentes 
cinéticos, sección 6, es expuesta en detalle en el siguiente capitulo con el ejenplo del 
fluido de pozo  cuadrado. 

7.1. I 1.i.ecrtetxicr.y de co!isih 
La información necesaria para  calcular las frecuencias y los parametros  de colisión es 

el potencial que define al sistema y SLI fi~nción  de distribucibn radial o s u  funcih de 
cavidad. Existe una  variedad de modclos de potenciales, de razón y naturaleza distinta, 
usados para representar propiedades de íluidos reales, y mis adelante presentaremos 
algunos de ellos. Sin embargo, a fin de probar y entender mejor  la teoría, la investigacibn 
se  centró en los potenciales lennard-jones (LJ) y pozo  cuadrado (SW; del  inglks scparci- 
well), que han sido ampliamente estudiados con diferentes tdcnicas y teorías. 

Una primera forma de calcular Ics parámetros de colisión es con información "exacta" 
generada por simulación computacional. Vcrler [9 ]  obtuvo mediante dinámica (DM) 
molecl~lar la función de distribución radial g{r) del  fluido LJ, 

Los 25 estados  reportados por V d c t  eslán en las regiones O 45 :I p* i-- 0.88  y 

O. 591 5 T* S 2.934. De estos, sólo se consideraron 14 en los cuales la prcsibn ca!culada 
con el teorema virial de Clausius, usando la g(r) de DM, coincidiera con la presion de DM 
reportada, dentro del error experimental de la simulacih [4]. Las figuras S y 6 muestran 
las Frecuencias de colisih repulsiva y atractiva, respectivamente. como funcibn de la 
temperatura, en los catorce  estados considerados. Las frecuencias et;?an reducidas de 
acuerdo a v* = v o / x ( v r ) .  Las lineas  son auxilares al ojo como  curvas  de interpolación. 
L a  línea a  trazos  corresponde al limite de densidad cero ( - ! - ( r - )  "+ 1 ) para cuando 
p* = O. 45. Se observa que en todos los estados, los eventos repulsivos son  más frecuentes 
que los eventos atractivos, y que por  ello la razón de fi-ecurncias L . ~ ~ / V , ~  > 1. Sin 
embargo, como < S >/< / > < 1 el ímpetu es transferido a traves de distancias mayores en 
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las colisiones atractivas, por lo que el efecto conjunto del comportamiento  de frecuencias y 
distancias de colisión se refleja  en que l a  ~lc.lr,cirladprorrledio de Irutl$errrlcia de inlpetrr 
en las colisiones atractivas, V..{ =< I > vA,  pueda superar a la que  corresponde para 
colisiones repulsivas, C.;, =< S > v R  . 

L a  frecuencia repulsiva vR * tienc una dependencia débil y decreciente en l a  

temperatura,  como se observa de l a  figura 5 .  Esto es consistente con el hecho de  que el 
"tamaiio" o sección eficaz promedio para partículas suaves disminuye conforme aumenta 
su energía cinética. Y vR * llega a ser incluso  menor que la frecuencia de colisión de 
esferas  duras v ~ , ~  con diimetro CT := 5Jw,  en la  misma densidad; de hecho, vR * "+ O 

cuando T* -> m porque el sistema LJ no tiene nodulo duro. La dependencia en densidad 
resulta en cambio mucho mis importante y muy similar a la de vIlS y significa que el 
número de botes en  la  regicin repulsiva  del  potencial sigue aproximadamente el mismo 

comportamiento en densidad que ~ g , , , ~  (a'). 

L a  frecuencia atractiva v , ~  * proviene de pares de partículas ligadas, esto  es, con 
energía negativa (dimeros de vun der IVutrls), por lo que vA * decrece  conforme aumenta 
7% porque disminuye el nimero  de dímcros (figura 6). La dependencia en temperatura  de 
v . L l  * es mucho mayor que la de vR *, y como las distancias < S > y c: I :> tienen una 
dependencia mucho mits suave en temperatura (ver figuras 7 y 8), el mecanismo cinético 
responsable de la condensación de u n  gas en un liquido a bajas temperaturas  es el 
incremento más fuerte en  la frecuencia de eventns atractivos que en l a  de los repulsivos, 
conforme disminuye 7'. En contraste con vR *. v , ~  * es poco dependiente en densidad, 
fundamentalmente porque para distancias r > r,, la integral de y ( r ;  p, 7') en esta regiajn es 
poco sensible a cambios en  la densidad 

Es claro  que el comportamiento de v, ,~ * no puede ser entendido en ténninos de 
esferas duras. como en  el caso repulsivo. Sin embargo, el sistema de pozo cuadrado tiene 
la más simple de las interaccioncs atractivas, y su comportamiento en densidad y 
temperatura es muy similar al del sistema LJ, como se observa en la figura 9, que debe de 
compararse con la figura 6. L a  información estructural usada para el cálculo de  esta 
frecuencia fue obtenida también de datos de simulacirin para ,ys;: (a) y gsll.( >.o) [ I O ] .  

Como el sistema SW tiene una frecuencia repulsiva tipo IIS, comienza a  ser evidente 
porqué,  a partir de  este análisis cinético, un fluido SW puede ser usado para generar las 
propiedades de otros sistemas con potenciales continuos, 
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Con el fin de profimdizar estos anáiisis, se usó la teoría RMNC para calcular la 
estructura del fluido LJ . 

7.1.2 Diametros de colisicin 

Las  figuras 7, 8, 10 y 11 muestran el diámetro < S* > y alcance medio < I* > de 
colisión calculados con la hnción  de distribución radial obtenida con dinámica molecular 
[9 ] ,  y con la teon'a RHNC [ 111. Como ya se indicó en el capítulo anterior, esta teoria  de 
ecuaciones integrales es la  más exitosa actualmente en  la predicción de propiedades 
estructurales y termodinámicas de fluidos con interacción esféricamente simltrica, y ofrece 
la ventaja de poder calcular los parámetros de colisión no soiamente con la  misma 
precisión que los datos  de simulación sino en cualquier estado  termodinimico, salvo la 
región de coexistencia de fases líquido-vapor, y de una manera más económica  que por 
medio de simulación conlputacional. 

La dependencia de c S* > con densidad y temperatura  es suave, regular y sistemática, 
y el comportamiento es consistente con la información fisica  del proceso: al aumentar 7'* a 
una densidad constante, la energía cinética hace que las partículas tengan botes repulsivos 
a  distancias más cortas, por lo que < S *  > decrece suavemente (figura 7), y al aumentar 
p * a una temperatura  constante  de nuevo las partículas se encuentran mis empaquetadas 
y tanbikn el diámetro medio decrece (figura IO). La dependencia en densidad y 
temperatura  de c S* > prokiene de la suavidad de la parte repulsiva del potencial LJ, y es 
muy  similar a los diámetros efectivos de esfera dura  que se obtienen en las teorias  de 
perturbaciones WCA [ 121 y la de Barker & Henderson [ 131. o en la  teoría de sistemas 
correspondientes [ 14,151. Pero los diimetros  de  estas  teorías no tienen tina rigurosa 
interpretación fisica, excepto en  el limite de densidad cero  donde los diimetros  de 
perturbaciones  se convierten también  en promedios de colisión [ 16,171. 

Al igual que  sucede con la frecuencia atractiva, el comportarnlento en temperatura del 
alcance medio < I* > esti determinado por lo que le pasa a los dimeros con 7'*. Así, 
cuando 7 *  -+ m ,  la distribución de energías de  hl~~vel!-f3oltznlann dentro del pozo 
atractivo ( $ ( r )  < O )  tiene a un valor constante, y así < I* > tiene un valor limite que solo 

depende de $ ( r )  (figura 8). AI disminuir la temperatura crece la probabilidad de  encontrar 

dimeros, o dicho de  otra manera, la distribución de las frecuencias atractivas  es 
preponderantemente mayor  para distancias 1 alrededor del pozo de potencial. por lo que el 
alcance promedio decrece. 

La dependencia de < I* > con p *, figura 11, es más notable que para el dihmetro 
repulsivo, pero de nuevo es sistemática y consistente con la fisica del proceso.  Cuando l a  
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densidad aumenta, debido a las correlaciones que existen entre las particulas -determinadas 
principalmente por efectos  de volumen exchido- , el número de ellos a  distancias  cercanas 
pero  mayores a r,,, es mayor que a distancias menores, por lo que < I* > crece con la 
densidad en una isoterma. Conforms p * aumenta, l a  variación de < I* > con la 
temperatura es cada vez menor hasta que cuando p* G 1. O las isotermas se juntan 
aproximadamente en un  nodo. Se puede concluir entonces  que a densidades  altas la 
distancia promedio que viaja  el momento en los botes  atractivos  es  prácticanlente la  misma 
independientemente del valor de l a  temperatura. 

7.2 Efectos de .la forma del potencial OH los purrjmetros medios de colisi(j~1 
Existen dos razones para estudiar la dependencia de los parámctros dc colisión con la 

forma del potencial: 1) extraer conclusiones sobre c6mo la forma del potencial influye en 
eI comportamiento de los parámetros; 2) conocer la forma de ellos para diferentes modelos 
de potencial central usados para representar la interacción de sistemas moleculares no 
polares. En esta secci6n analizarnos ambos puntos con ciertos potenciales modelos Todos 
los estudios heron realizados &teniendo la estructura dz  los sistemas con la teoría 
RI-PNC. 

7.2. I. h4delos de yotrrtciales rsfiricos 
Los potenciales modelos que se consideraron fueron: 

A. El potencial de Mie [ 18. 191 

donde A z y II y m son enteros.  Cuando 11 = 12 y m = 6 se tiene el 
tI - 111 

potencial lennard-jones ( 17). 

Para el entero m existe la prcdicci6n tebrica m = 6, pero para II no 

B. El potencial exponencial-seis (exp-6) [ 18, IC),  

donde y es un número real que generalmente toma 

Para muchas aplicaciones prácticas en la modelación 

20. 21, 221 

(19) 

valores en  el intervalo I2 <_ y I 20. 
de sustancias como N,? CO, 5e  ha 
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usado 12 5 y 5 15 [23, 243, Este potencial parece describir mejor que el modelo de Mie la 
parte repulsiva de las interacciones de ias moliculas, aunque hay que tener cuidado con el 
máximo espurio que tiene a  cortas distancias. Para 12 5 y S 15 l a  posicion del máximo 
esti en O.  3022. ‘L r/r,fl 2 O. 1682. 

C. El potencial de Kihara con nódulo esférico [IS ,  19, 20, 21, 251 

o - J  
r - d  r -u ‘  

donde d es el diimetro del nbdulo esférico. Este potencial tiene 12 forma funcional de un 
lennard-jones 12’6 pero con una distancia corrida por el diámetro de! nildulo. La 
introduccibn de un nódulo duro sirve para modelar la forma repulsiva de la interaccicin 
intermolecular, pero al mismo tiempo tiene el efecto de mejorar la parte atractiva. Los 
valores ajustados para d a fin de representar diversos f l d o s  molecuiares cstin en el 
irtiervdo i>. 1 5 d* 5 0.9, c i s  := d / ( o  - d).  

(22) 
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y el potencial de Yukawa 

si r < c r  
= I:&;”” - , ( , - , I  si r > o (23) 

El potencial de Sutherland es el caso !imite de los potenciales de Mie ( 1  S) y del exp-G 
(19) cuando m o y -+ m7 respectivamente, esto es, cuando la parte repulsiva de ambos 

potenciales deja de ser suave. El potencial de Yukacva esl junto con el SW, uno de los 
potenciales mis simples que se pueden obtener despuCs del modelo de esferas  duras, y el 
fluido yukawa ha sido estudiado extensamente con diferentes tecnicas y teorias [ X ,  2’7, 
28, 291. Es, ademis, un modelo para el cual existeil ciertos  resultados  amliticos porq:le la 
exponencial da lugar a transformadas de Laplace de fünciones de correlaciim que 
corresponden a soluciones ya conocidas de. por ejentplo, la solucibn Percus-Yevick para 
esferas duras. 

7.2.2. E$x!o.s dc repkidu y urrnccitjtl 
Para estudiar la manera corno la forma de la rcpulsión determina el coqmrtamiento 

de los parámetros medios de colisi6n, se estudiaron los sistemas de Mie f 18) y exp-6 ( 19) 
En el primer c a m  se consideraran valores de 11 iguales a 9, 15, 18 y 24.  Para e¡ exp-6 se 
tiene la facilidad de que l a  contribución repulsiva se puede variar continuamente nwhnte  
el cambio, continuo,  de *J.  Al crecer rt o y los potenciales se vuelven mis repulsivos, o 
menos suaves, y en los limites tI ”+ x ,  y -+ m ambos se convierten en el Sutherlanti-5, 
ecuacion (22) 

L a  figura 12 muestra a los parrimetros < S *  >=< s/cs > y < I* ->= < //o > paro cl 
potencial de Mie II = 24, ttt L= 6, que es mucho menos suave que e! Icnnard-jones, 11 1 ;  E 2 y 
m = 6. Al ir de 11 = 12 a II = 24 el efecto en < S *  > del aume!.rto de 13 durezs es cl 
esperado: la dependencia con la densidad y la temneratura va dccrcciedo y 
concentrándose  alrededor del valor asintotico < S *  >I= 1, que corrcspondc 31 sistema 
Suther!and-h. 

Para < l* > se tiene el mismo efecto de dependencia menor con p * y 7’ *. Sin 
embargo,  aparecen varios rasgos ir:temantes Primers, los valores de < !* son m e n x e s  
con potenciales más duros, indichndonos que con el aumento de la dureza el ímpctg 
trznsferido en las colisiones atractivas viaja cada vez una menor distancia. Segundo, las 
isoternlas de < l* > cambian de conlportamiento en densidad al aumentar II Del caso 11 I= 

I2 del L J ,  donde l a  pendiente de las isotermas era positiva. se pasa a pendientes menores 
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cuando II = 24 y a pendientes negativas cuando 17 = a, caso del sutherland-6, figura 13. El 
nodo  observado en el LJ cambia de posición  en l a  densidad. pero de nuevo  aparece en 
p* = I en  el sutherland-6. Todo esto indica de nmvo  que con potenciales cada vez más 
duros, el írnpetu viaja distancias menores al aumentar la densidad; en  el sutherland-6 esta 

distancia tiende claramente a un valor asintótico {I *), independiente de la temperatura. 

Se trata aquí de u n  sistema de partículas que en el abarrotamiento su flujo de momento 
viaja una distancia (I *}aconstante Lo mismo sucede, por ejemplo, con el sistema 

yukawa, figura 14. Esto sugiere que para estos sistemas y a densidades elevadas la 
sustitución por un sistema equivalente S W  no resulte una rnaia aproximacih. 

Las figuras 1 S, 16, 17 y 18 muestran el comportamiento de los parimetros  de 
colisión en unafamilia de sistemas exp-6, con 1 1 I y 5 19, para la temperatura TW = 1 .S. 
Se ha seguido, y se seguirá con todos los potcnciales considerados, la misma convención 
para el escalamiento: ( S  *} = (.S/.> y (/ *) 7: (!/G), donde B es la posición donde 

$(o) = O .  Para ( S  *) se observa claramente cómo, mientras mjls suave cs el potencial 

(y = 1 l), más fberte es la dependencia  en p * .  La distancia (I *) nuestra el 
comportamiento ya discutido con los sistemas Mie; la grafisa resalta, sin embargo, cómo 

(I *} dccrece gradualmente con la dureza, hasta que Ilegari al valor asintGtico det 
sutherland-6, gráfica 13. 

Las figuras 17 y 18 muestran que arnhas frecuencias promedio de colisión varían poco 
con el cambio de la fonna del potencial. Ya Chapela, Scriven Csr Davis [PO] hahim 
encontrado  resultados similares  para la frecuerlcia  difercncial f o f d  (recuerduse  que aquí 
shlo hemos estado considerando la debida a los botes o colisiones elásticas) de u n  fluido 
L.!, aproximado con potenciales discontinuos diferentes, pero que s in embargo presentaban 
valores de frecuencias iocales muy similares Los resultados aquí mostrados, si  bien  estcin 
circunscritos a la variación de la forma repulsiva, indican u n  cornportarniento similar al 
encontrado por estos autores, Ncjtese que con I,: pkrdida de suavidad del potencial, l a  

frecuencia repulsiva aumenta y la atractiva disminuye. 

El efecto  de la forma de la atraccibn es mostrada en la secuencia de yrhficas 13. 19 y 
20. Los sistemas corresponden al  de la  familia sutherland-m, con n t  '= 6, 9 y 12. El 
aumento de nj disminuye el alcance de fa atracciljn. El efecto entonces  de esta disminucibn 
no es otro que disminuir  también a (1 *), como podria esperarse, y de hacerlo menos 
dependiente del estado termodinámico. 
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El potencial de Kihara (20) posee un nódulo duro que, corno ya st" mcncionb, modela 
mejor el potencial intermolecular de las sustancias, no nada  mas de l a  pane rcpulsiva de un 
potenciaí intermolecular, sino tambicn la atractiva [193. Cuando ~r' * aumenta, la suavidad 
y alcance del potemial disminuyen. L a  figura 21 muestra el efecto de un nridulo grande, 
L/* == l j .  8 ; corno el sistema LJ es un caso límite  del modelo de Kihara, con d* = O,  esta 
tigura debe de compararse con las fisuras 1 O y 1 1 .  Se nota que. por efecto de! aumento  de 
l a  dureza, las isotermas  de (S *) = (.s/cs) se comprimen de manera muy similar a  como le 

sucedia al Mic 24-6, figura 12. La combinación del efecto de dureza con disminucibn de1 

dcance hace que las isotermas de (I  *) = (//o) se corran a intes-\alos de menor valor 
quc los que tenían el LJ y el Mie 24-6. 

Estas tendencias se confirman con el spherical- shell. El parimctro adimensional qtte 
caracteriza cn este caso la f o r m  del potencial esti definido como < =: rm/d, la raztjn de 
!a poslcicin del minimo del potencial con el diámetro del ghjhlrlo molecular. Tanto la f o r m  
rcputsiva con10 airactiva del  potenciaí (2 1)  se modifican con la variación de 6; al disminuir 
< d i sminqe  tn:nb!Cn la suavidad y el alcance. Las figuras 22 y 23 muestran ;i { S  *) y (I *) 
p:l.ra los valores l, = i .5 y < = 1.7, que son valores usadcs en la modelaci6n de sustancias 
redes . 

~ ~ , . ~ - ~ ~ : f ~ ~ ~ ~ ( ~ ~ . f ~ ~ ~ ~ ~ ? ~ ~ ~ ~ ~ j ~ j ~ ~ .  

L!RO de 1cs sistemas poliatómicos más simples que existen en la naturaleza, y 
Sinpiimente usado en el estudio de fluidos moleculares, es el sistema formado  por dos 
$o;:Ic.; iguales cuyos  centros se encuentran separados por una distancia fija 1.. 

Estas nrolkculas interaccionan con un potencial ~ ( r ,  a i ,  o ~ ) donde r es la distancia 

entre ; o s  centros de masas de las  moléculas, y ( o , ,  m denotan los conjuntos de parejas de 

irrryulos requeridos para especificar la orientacibn de e l h ,  o?, = {9,, ,(b, ] : O,,:= irlgulo 
polar, m,, = ingulo ncirrttrluf. La  utilizacibn de un sistema de referencia intertnotecular 
simplifica notablemente l a  descripcih matemitiea de las propiedades de esie tipo de 

fluidos, pues entonces 11 = 1 r ( r , . 3 ~ . 0 ~  ,q), donde cp (p2 -- [pi zs la diferencia de los 

6ngulus acirnutales, conm se puede ver en la figura 4b. 

I!na manera conveniente de modelar a 14 es por medio de la aprosimación sitio-sdio: 
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donde \v(rh.) es el potencial de interacción entre los átomos a y b de  dos moléculas 
diferentes, y 7,. es la distancia entre los centros  atómicos [3 I ] :  

A fin de poder calcular los parámetros de colisión en este tipo de sistemas es 

necesario conocer la hnción  de distribución binaria g (  12) g ( r ,  w I ,  o,) del fluido. 
Existen dos proccdimientos generales para determinar ,q( 12): las teorías de ecuaciones 
integrales y las teorías de perturbaciones. 

7.3. I 7koriu.v de ecwciorws ir l legrdcs.  

En las teorías  de ecuaciones integrales se debe de resolver el par de ecuaciones n o  
lineales acopladas 

que es l a  ecuación de Ornstein- Zernike [22], y 

g(  12) =z p" (3~(12~+S(12)+D(12) , (2%) 

que  es la relación entre g( 12) y las hnciones serie y puente, y donde R es el inguio sdido 
total,  que para moléculas lineales vale 4x. y para no lineales 8x2. Estas  ecuaciones son la 
generalización al caso no esférico de las relaciones (12) del capítulo 11. 

E.a solución de (25) requiere de: 1) una técnica de solución matemática, y 2) una 
tcoria o cerradura para reducir a dos incógnitas el sistema de ecuaciones En la actualidad 
se dispone de un esquema muy precisio de solución para el punto 1 ,  debida a Labík, 
i'ospisil, hfalijevskg Rt Smith [32], que se basa  en un mktodo propuesto por Lado [33]. 
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Para el punto 2, diversas  autores han estudiado exhaustivamente varias teorías (PY, HNC, 
MSA, RHNC y otras)  aplicadas a sistemas con diferente interacción interatórnica en 
(24a) (esfera dura, lennard-jones, interacción dipolar y cuadnlpolar, etc.), o bien para 
nmde!os de cuerpos coavesc)s con interacción definida entre las superficies de los mismos, 
pero sin esistir hasta el momento una teoría definitiva  en exactitud como la RHNC ell 
sistemas esféricos [3 1 34 - 1.123 

L a  solucih de (25) se consigue mediante la representaciin tensorial de Ins fimcioncs 
de correlación en una base de coordenadas  esfiricas. Si denotamos  como “Y(12) a la 
funcibn de  correlacih  genlrica, entonces terlernos que: 

I, : o I, L o m -.  -. 1 

donde II -.y min (I , ,  l2 ), iñ = --m y I<,, (O ,  q)} es la basc tensorial de armónicos  esféricos 

El sistema de ecuaciorxs (25) se transforma en un conjunto de  ecuaciones para los 
coeficientes armbnicos .,Y,l,2w(r), los ct1ales pueden ser comparados con los obtenidos por 

sirnu!acicin computacional. L a  conversencia a los valores “exactos”, sin embargo, no es 
~ r ~ y  a!ta (catorce términos para  las  ciiatómicas duras o /~ard-~itmn~hbcli.s), por lo que cl 
esquema es muy costoso desde el punto de vista cornputacional. 

r 

También es posible describir la estructura del sistema con funciones dc con-eíacicin 
interatbmiczs sitio-sitio, pero hasta el momento no existe una teoría adecuada que mejore 
las predicciones obtenidas por la solución de las fünciones de correlacibn rnoleculares 

7.3.2 7iwrict.s de I~‘”SrrrhLIC’lr7P)~,s. 
El enfoque metodológico más esitoso ha resultado ser el de las teorías  de 

pel-tr.lrbaciones. Por ejemplo, diferentes generalizaciones de la tcoriz It’C.4 [ 12, 431 de 
iluidos simples permiten obtener valores confiables para la estructura y la tcrmodinhica 
de sistemas rnoleculares sirnpies y en  mezclas [44-481. Lago gi Vega propusieron una 
ve r s ih  rnejorada de  estas teorias, usando al potencial de Kihara con nbdulo no esferico, 
que h a  sido aplicado ampliamente en fa descripción de fluidos reales (nitrógeno molecular, 
erano, propano, isobutano, ozono, ciclopropano y benceno), con resultados muy precisos 
f49”]. 

La información estructural de fluidos moleculares de este tipo es  dependiente d e  las 
orientaciones de las tnoleculas Existen sin embargo dos teorías de  perturbaciones que 
aproxinmn la estructura del tluido real mediante la de potenciales efectivos esféricos Estas 
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Escogiendo al potencial RAM P$,Gt,l ( r )  como sistema de referencia para aproximar 

pertJ,.lrhativarnente al potencial real !I( r ,  o I ,  o >, se da lugar a un desarrollo perturbativo 
de la energía libre A del fluido molecular donde el tkrrnino de orden 1 se anula 
arltomitica!nen!e. Las hrrcioites de correlecibn g,+l,,f (r) y ,y,í,.ui Ir) del potencial RAM 
constituyen l o s  terminos de orden cero del desarrollo perturbarivo de las funciones 
corresllondientes del fluido rcal, g ( r ,  ( o ,  , m ) y y( r ,  o I ,  o 1, respectivamente. Existen 

entonces dos aproximaciones dc orden cero para l a  estructura del sistema real: 

La aproximacibn RhMYO es superior que RAMGO en varios sistemas como hard- 
dumbbe!ls, diatómicas LJ y diarbmicas L.J con dipolos y cuadrupolos [62j. 
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potencial mediano m depende de la temperatura, por lo que  es más fácil usarlo para 
cálculo de propiedades termodinámicas. Del  mismo modo que con el RM, usando el 

mediano como sistema de referencia para un desarrollo perturbativo de las propiedadaes 
termodinimicas, resulta que el termino de orden 1 de A se anula. 

Para el cálculo de las propiedades termodinimicas en esta aproximación ha resultado 
suficiente considerar  a r) como un potencial efectivo esférico y usar los 

procedimientos convencionales de teorias de líquidos simples; esto  es,  considerar  que el 
iluido real es sustituido por uno equivalente con potencial +,,fEI)(r) y estnxtura ,gFsfuj( r> . 
[23, 24, 631. El método  usado convencionalmente para generar la ternlotlinámica ha sido 
la tcoria variacional de Ross [65]. Este consiste en  minimizar  la energia libre del fluido 
real, que  es  expresado  como un desarrollo a primer orden en altas temperaturas tipo 
Barker ¿2 Henderson ( como los que  se usarán ampliamente en los capítulos 4 y 5). El 
tkrrnino de  orden  cero  de  esta expansión es la energía libre de un fluido de  esferas  duras, y 
el parámetro de minimización  en el proceso var-iacional es el diámetro de la esfera dura. 

El potencial mediano generalmente presenta una discontinuidad en  la primera o 
segunda derivada en  la posición de su  mínimo valor. Sin embargo,  es posible evitar esto en 
aquellos potenciales u( r , o ,  ,w 2 )  representados en forma sitio-sitio y donde el potencial 

interatórnico \yv sea separable en partes repulsiva y atractiva [60]. Entonces Q A~~~ (.) se 

descompone en la suma de los medianos repulsivo y atractivo  de I,( r ,  (3, ,EO ) : 

4 , k f m  ( 4 = 4) , w " ?  ( 4 + cb ,U*,{ ( 4  (2") 
Este procedimiento ha sido usado en  las diatómicas LJ [GO], pero puede ser válido en 

sistemas similares, como las diatómicas exp-6. 

Para las diatómicas LJ se tiene una parametrización muy exacta de 4 ~!~~~ ( r )  usando la 

scparacibn (29): 

(30a) 

donde 

,U, = 10.3690,,~1, =21.2106,/1, =I -i5.6173,/1u, = -6.4212 
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Si no se usa el procedimiento (29) entonces todavía es posible parametrizar al 
potencial mediano con una función analítica. Esto se ha hecho con las diatómicas exp-6 
[23, 23, 661 usando como función de ajuste un potencial exp-6 tambiin,  donde el 
parimetro 'J está en  el intervalo considerado en  la  seccicín anterior 12 5 y 5 15, Por 
ejemplo, para el bióxido de carbono se usa y = 14.40025 [24], y para el nitrógeno 
molecular y = 13.694 [23,66]  y y = 13.474 [M]. 

Si se comparan las formas de los potenciales RAM y mediano se encuentra [63] que 
estos difieren a distancias cortas, incluyendo toda la región repulsiva, pero  concuerdan 
prácticamente en toda la region atractiva, salvo cerca del mínimo del potencial. Estas 
diferencias serán significativas en la discusión dc resultados que se hará posteriormente. 

Existe en la literatura una buena discusión sobre virtudes y defectos c!e Ins 

aproximaciones RAM y mediano [ G ,  641. Se ha encontrado, por ejemplo, que en general 
la prediccibn sobre  estructura de la teoría del  mediano no es mejor que la que  se obtiene 
COA RAM. Esto es más o menos claro, ya que de hecho al usar la teoría de Ross (o 
cualquier procedimiento similar de teoría de perturbaciones o teoría de ecuaciones 
integrales de fluidos esféricos) se está haciendo una aproximación del rnis;r~o tipo que 
RAM C3'1. 

S(r .%o*)  = &,&A4 
sin embargo, la predicción de propiedades termodinámicas es comparable en muchos cams 

con l a  que hace RAM, e inclusive  mejor [64]. Para sistemas dipolares y cuadrupolarcs, en 
cambio, la teoria no funciona adecuadamente, y !a aproximación RAM si es mejor 

Por ei otro lado, los chfensores del mediano I631 señalan dos defectos de la tcuria 
R A M  El primero, que en  realidad no hay razón para considerarlo necesarinnxnte defttcro, 
cs que resulta ser un potencial dependiente de la temperatura, lo cual  hace engorroso su 
uso en teorias  de perturbaciones y ecuaclones integrales. El segurdo si  consti!uye un 
defecto de ia teoría, y es que existen varias formas de usar las funciones de correlación 
provcnientes de! RAM. Un estudio cuidadoso de la comparacibn de ambas teorías [64] 
maestra que la termodinámica del  mediano es en  general  mejor que la del R A M ,  pero que 
la estructura RAM supera a la dei mediano. 

Pero,  a fin de cuentas, se puede argumentar en general que mientras no exista una 
teoría nurn6ricamente accesible, simple y unívoca ( ni el del mediano ni mucho menos 
R4M lo son) que represente las  filnciones de correlacii'n con alguna información 
orientational mas allá de las aproximaciones de orden cero, el usar sistemas esfiricamente 
sinlktricos como R , U I  o mediano constituye solo una buena  manera de enlpezar a trabajar 



con fluidos molcculares, y las diferencias entre aproximaciones de este estilo no reflejan 
inis que la limitación inherente e insalvable de potenciales efcctivos esfiricos. 

7.3.3. lie.s2dtndus 
Con el fin de determinar el efecto  de la elongaci6n dos sistemas diferentes fueron 

estudiados, de acuerdo al potencial sitio-sitio seleccionado: a) las diatómicas 
hornonucleares duras (DID), con y(r , . )  = yfIS(rd.) ,  y b) las diatómicas Lcnnard-Jones 

(DLJ),  con v(rab,) = y [J (rcL,,,). LOS potenciales efectivos, RAM o mediano, fueron 

calculados con el procedimiento de integración multidimensional de Conroy [67, 681 y l a  
infonnacibn estructural  de  estos potenciales se  obtuvo con l a  teoría RHNC. 

En las figuras 24 y 25 se muestra el diámetro de colisibn ( (S  *)) para los sistemas 

DHD y DLJ, calculados en  la aproximación RAMYO con RIINC. Al aumentar la 

elongación I,* sucede en ambos casos  que ( ( S  *)) aumente de tamafio, como  es  de 

esperar, pero  que también se haga  mas dependiente de la densidad. Si vemos  c6mo es el 
potencial RAM como  hnción  de la elongación en, por ejemplo, el sistema DLJ, figura 26, 
resulta claro  este  comportamiento. El potencial RAM se suaviza, a una temperatura  dada, 

con el aumento de L*. Por ello es que también el parimetro ((I *)). figura 27, aumenta de 

vaior con L* mayor. El potencial RAM tiene también la característica correcta  de 
suavizarse por aumento de l a  temperatura, figura 28: por l o  que para una elongacibn dada, 

((I *>) aumentt para temperaturas mayores. La  figura 29 mucstra esto para L.* ;= 0.630, 

que es una elongación usada para representar mollculas  de  cloro con DLJ [69] .  

Existe un detalle importante del comportamiento de ((S *)) y ( ( I  *>> con la 

elongación. Como se podri apreciar de las figuras 25 y 27, el espaciado de  las  curvas es 
bastante regular, particularmente en el caso del alcance promedio Si nos fijarnos en las 
ordenadas al origen de ambas figuras, se aprecia que  entre ellas hay una diferencia más o 
menos regular de entre 0.04 y 0.05, por cada aumento de O. 1 en L.*. Como una primera 
aproximación se tiene que estas  ordenadas  se pucden calcular por reglas sencillas: 

( 3  la) 

((I *))(p* = O ,  T*, L *) =I ((I *))[I>* = O,  T*, L* = O. 1) + --I, 1 * ( 3  1 b) 
2 
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Ademis, el sistema de diatómicas LJ se transforma en el fluido simple LJ en el límite 
L' "+ O, si  bien hay que  tener  cuidado  de tonlar en cuenta que la profindidad del 
potencial que se obtiene así es watro veces el del potencial LJ sencillo, por lo que las 
temperaturas reducidas no serán las mismas. En las figuras 25 y 27 la temperatura  de las 
DLJ es 7'* = 6.0; si comparamos con el LJ  simple debemos de fijarnos en las isotermas 
T*== 1 . S  de las figuras 1 O y 1 1. Se observa entonces que las cwrvas L * = O. I de DLJ, en 
1 *= 6.0, se corresponden más o menos bien con las del LJ en I* = 1 .S. Esto se ilustra en 

la figura 30. donde  se ve que los diimetros {.S *) y ({.S *)) son pricticamente paralelos y 

que difieren por 0.01 aproximadarnente. Si tomarnos en cuenta la serie de  procesos 

Involmrados en  la obtención de ((S *)> y ((I *)) (aproximación RAMYO, solución RI-INC, 

integracihn angular multidimensional) no deja de llamar la atención que exista esta 
similitud. Esta comparación nos permite aproximar las ordenadas al origen de I,* = O. 1 por 
los valores correspondientes del LJ simple: 

- 1  

Las ecuaciones ( 3  1) y (32) permitirían calcular los parárnetros del DLJ a bajas 
densidades a partir del fluido LJ simple. Corno el comportamiento en densidad no es muy 
fuerte, una aproximacibn polinomial  en p * para los parárnetros de colisihn es adecuada, y 
(3 1 )  - (32) son los coeficientes de  orden  ccro de tal polinontio. 

La dependencia de las frecuencias de colisibn con Id* se muestra en las figuras 3 1, 

para ( { v n > ) ,  y 32, para ( {S, . ,  )), a m a  temperatura 'P = 6.0. Ai aumentar L* la 

frecuencia repulsiva aumenta y la atractiva disminuye. Los botes repulsivos predominan 
sohr-e los atracti,vos cuando las moléculas crecen de tamaño. 

Las figuras 33 y 34 muestran a ({.Y *)> y ( ( j  *)) del DLJ, 1.,*=o.j, calculados con e] 

potencial mediano. Si se comparan las isotermas de 7" = 6.0 de estas figuras eon las  del 

RAM (figuras 25 y 27) se nota que las variaciones son más  re!evantes  en ((S *)) que en 

/(/ *)>. Como ya se mencionó, RAM y mediano  difieren en la región  repulsiv;? más que en 

!a atractiva, por lo que las diferencias observadas son consistentes con este  hecho. 
\ 
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8. Conclusiones 
Este capitulo ha mostrado  que  es posible definir sistemas equivalentes alternativos  a 

los canónicos cuyas reglas de mapeo involucran variables con un directo significado fisico, 
basándonos en  el análisis  del proceso cinético 41;e da lugar a la presión de un fluido. Pero 
también se ha mostrado  que los parámetros cinéticos que surgen de este análisis presentan 
regularidades relacionadas con la forma del potencial internloleclalar y el tamaño de las 
moleculas constituyentes del fluido. Por supuesto, nada de lo presentado mejora ni trata  de 
mejorar las predicciones de teorías existentes para calcular l a  termodinámica y/o la 
estructura  de un fluido, aunque si puede ayudar a entender porqué  determinadas 
aproximaciones son mejores que  otras. L a  filosofia más  bien ha sido probar que la teoría 
tiene la .wficicr:ie ccrrrsistencia  irlterrra  corno p r n  I I S L I ~ S ~  cotno w a  meiodologia que 
crprovechsr de mmera eflcivrtie y esclnrccidn diferentes tkcnicas de la teoría de líquidos. 
En cl capítulo siguiente veremos la aplicacibn concreta  de los sistemas equivalentes 
cinCrieos en la construcción de ecuaciones teóricas  de  estado, pero ahí quedará  claro que 
la cxactitud de la teoría no será otra  que l,a exactitud de las aproximaciones usadas para 
calcular la estructura y termodinámica del  fluido  en cuestibn. 
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CAP~TULO IV 

FLUIDOS SIMPLES Y MOLECULARES CLÁSICOS 
ECUACIONES TEORXCAS DE ESTADO. I 

1. Introducción 
En este capítulo se mostrarán ejemplos concretos  de construcción de ecuaciolres 

te6ricas de estado  con l a  teoría de sistemas equivalentes expuesta en el capítulo previo. 
Tanto por razones  teóricas como prácticas que  se indicaran con detalle a I O  largo  de Ins 

secciones siguientes, el sistema equivalente que se escogió para modelar fluidos 
moleculnres fue el de pozo  cuadrado (SW), 

Sin embargo, se expondrán también resultados obtenidos con el sistema yukawa 

m s i  r < (r 

si r 2 a  
4 ,?Y .=I I (,-(r-G\/K (2) 

El LISO del yukawa servirá para demostrar que el método es de aplicación mas general 
y que se puede usar cualquier sistema equivalente cuyo potencial sea de la forma de ( l }  y 
(2); esto es, que tenga una contribucijn repulsiva de n6duio duro,  tipo sistema de esferas 
duras. mis una interacción atractiva decreciente con la distancia. 

- & ”.__. 
r 

En l a  sccción 2 se estudiará !a teoría de los mapeos ciniticos  cuando el sistema 

equivalente es un  fluido de pozos cuadrados. La teoria se aplicará entonces. en  las 

secciones 3 y 4, para la construcción de la ecuación teórica de estado del fluido lennard- 
jones; en estas secciones se mostrarán diferentes niveles de aproximacibn que son posibles 
de usar en la construcción de una TEOS. L a  sección 5 extiende el an6lisis previo n la 
construcción de TEOS para fluidos moleculares, y se muestran las propiedades del  nmpeo 
cinético en estos sistemas. Las idtimas dos secciones estudian en lo particular (seccibn 6, 
con el sistema yukawa) y en lo general (seccion 7) el uso de sistemas equivalentes 
cineticos diferentes al SW. 



2. Sistema equivalente SF!' 
En el sistema SW, como en cualquier sistema de nrjdulo duro (verbigracia, el yukawa, 

ecuación (2)), el diámetro promedio de colisión es el diimetro o de las partículas que lo 

conforman. El alcance promedio, en cambio, depende de la forma de la parte  atractiva del 
potencial. Para el SW es el alcance del potencial ( I ) ,  li z-: Lo. Las reglas de mapeo cinético 
se transforman entonces  en: 

"1 -"(r ) 
o , ( 3  c> 

donde r, es la posicicin  del  mínimo  del potencial 4 ( r )  de! f u i d o  molecular S.  Estas 

ecuaciones rnapcan  las propiedades del  fluido S en las propiedades del fluido SW. Idas 

frecuencias de colisión  repulslva y atractiva del S-W están dadas respectivamente p 3 r  

v p  'z 7Tp(vr )o~ys ,v (o )e~~  (43) 

VY' = rlTp(vr)U2yslf ( l&?t: - 1) (4b) 

L a  solución de ( 3 )  son los parimetros a(p,T) y h(p: 7') = [</o, funciones del estado 

tertnodinámico (p,T). Mientras quc G determina el valor de l a  fraccibn de 
empaquetamiento equivalente q = 7:pa'/G dcl fluido S!+', h selecciona. de l a  familia 

completa { s ~ ~ ~ ( A ) } ,  cuál es el sistema sw particular que  corresponde a ta solucibn ( 3 )  

Estos parimetros caracterizan la especie molecuiar de interés y permiten obtener ¡a presiim 
por nledio de la ecuacicin de estado del fluido pozo cuadrado. De este modo la EOS del 
sistemz S torna la forma irniversal de la EOS SW con un  factor de compresibilidad ZZi,. 

expresado como 

@p,/(> Zs6+. (Q-  7'*, k )  (5)  

donde =: l/k7', y T* = I @ E .  
Como se recordará, la relacicin de Clausius escrita en términos de pariimerros 

cir~eticos es 

Que para el caso del SW se traduce en 
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Usando las reglas de mapeo (3) en (Gb) se obtiene (6a). De aquí  que e! rnapeo 
propuzsto gararttiza que los factores de compresibilidad de  ambos sistemas scan idknticos: 

Z ( q , , 7 ’ ” )  I= Z,;:.[l~i~,,?’*),h(~la,T*),T’*] (7) 

en donde qo es la fraccibn de empaquetamiento del fluido original. Esta ecuacion lnucstra 
cxphcitamente que el mapeo de propiedades es puntual, esto es. a ca:!a estado 
termodinámico del fluido original le corresponde un estado tennodin:,irnico diferente del 
sistma eqtlisn!ente SW. Por la manera como se definió el mapeo, reglas (31, los sistemas 
equivalentes se enwentran en estados termodinámicos con ¡a misma terqwatura reducida 
pero diferente fracción de empaquetamier.to. La otra variable relevante en el mapeo es el 
alcxct.  A,, fllnci6n  tarnbitin del estado termodinámico; h define la f o r m  dcl potencial SW y 
por el10 determina las propiedades no conformes del fluido. Esto pennitc ver que en 

seaIidati es u m  variedad o fcmilia de sistemas SW los que resultan equivalentes al sistema 

original. 
En resumen. e! esquema propuesto consiste en Io siguiente, 

a )  Una ccuacibn de estado universal  para el fluido SW. En realidad sc trata de una 

crmcicin de  estado para la  Camilia de sistemas SW( X). 
b j  La  especificidad del sistema representado queda dado por las reglas de rnapeo (una 

para el dilimetro CF y otra para el alcance h), que deberin  ser filncio1lc.s explicitas de las 
variables que definen el estado termodinimico. 

c) La  infol-rmcicm  básica  necesarirt para poder aplicar las cw;fciones ( 3 )  es e! 
cow5miento de los paritmetros de colisi6n del fluido original. 
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la EOS del SW; la presibn y .Y,,.(/<:) se obtienen directamente de la energía libre de 

I-Ielmholtz [2]: 

mientras que ysjr,(o) se genera por consistencia termodinirnica entre los valores de las 

presiones calculadas de la energía libre y la relación de Clausius, 

L a  cuestibn mis  importante a resolver de la teoría es si las ecuaciones de mapeo (S) 
tienen solucicin, esto es, si la  familia SW es lo suficicnteinente flexiblc corno para 
representar las propiedades del fiuitio en tDdo el espacio termodinimico 

Además, el otro factor inqmrtante en  la solución del sistema (8) es la informacihn 
estructural del potencial +(r) del fluido S .  Es claro que cualquio: solución dard la presión 
del sistema con un error propio de la exactitud de la furlcicitl de distribuc,ibn radial ,q(r) 
utilizada. Esto significa qr..ie ningun error en la EOS SW afectari la exactitud de la presión, 
siempre y cuando exista soluci6n en el estado  termodinimico  deseado. Sin embarso, el 
comportamiento de los parhmetros o y h en  densidad y temperatura si es efecto de l a  
EOS SW !ttilizada. 

A bajas densidades; el desarrollo virial de ~ ( r )  permite obtener las correspondientes 
series viriales de o y R ,  

CT = o. i" a , p  -+ . . .  ( 1 Oa) 

N = rt,) 4.- R,P -t . . . ( 1 Qb) 
t o s  coeficientes y R ,  son los valores a densidad cero,  obtenidos de (8) con 

.v(r)  = 1 ,  que se convierten en fór-mulas únivocas de Q(r) [ I ] .  A densidades altas, J ( Y )  

pucde ser obtenido al menos de tres fuentes: a) por teorías de perturbaciones, b) por 
simulacibn computacional y c) por la solución de la ecuacibn integral de Ornstein Zernike 
complementada con alguna teoria (cerradura). 

Estas cuestiones fueron estudiadas con detalle para ej fluido Lennard-Jones (LJ), que 
corresponde a un sistema de particulas que interaxionan con el po!encl:ll 
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El sistema LJ ha sido estudiado con detalle por &todos de simulación en 
computadora, por lo que  sus propiedades se  conocen con bastantc  exactitud. Es un 
modelo que  representa adecuadamente la interacción intermolecular en los fluidos y para el 
cual existen en  la literatura varias EOS que describen sus  propiedades termodinámicas. 
Dentro de las más exactas están las de Nicolas et al [ 3 ]  v su versión actualizada de 
Johnson, Zollweg & Gubbins [ill, ambas obtenidas como ajustes de  datos  de  Monte Carlo 
y dinámica molecular. 

. 3. "_ I Pmeh~r  " "- - por teorías de yertwhaciorq 
E.a aproximacibn mis sencilla para obtener ( r>es  usar teoria de perturbaciones. 

Esre enfoque resulta interesante, dado  que el propio sistema SW es un buen sistema de 
refikrencin para cálculos perturbativos [5,6]. .A primer orden  se tiene que 

yr., i r ;  p, 1') := ysif,, ( r ;  csLtc ,osl1. , A; p, 7') (12) 
Los valores de los parámetros que detinen al pozo cuadrada en (1  2) provienen de 

reglas definidas por la teoría de perturbaciones. En  el capítulo 2 se examinaron con detalle 
varias posibilidades para estas reglas. Se vió que la regla que varía el parámetro de energía 

(SW-WCA con consistencia termodinámica) predice una estructura menos precisa que 
la que dejan fija E ~ ~ , ~ .  (SW-WCA). De  aquí que en esta seccibn sdo consideremos las 
regias que varian los parárnetros a,,, y ?&. De estas  tenemos In teoria h!ip (SW-WCA) ya 
Inmcionada, y m a  nueva teoria perturbativa, que  consideraremos en detalle aqui. Esta 
mleva teoría consiste en  usar los mismos valores involucrados en la solucih dcl sistema 
(8); esto es, se supone  que las  regias de mapeo cinitico no sólo proporcionan la igualdad 
t , k  presiones entre el L J  y el SN', sino que tambitin determinan una estructura  adecuada 
para ef fluido mode;ado, en este caso el L J .  Como en la teoría SLY-WC'A !as energías librcc 
de klelmlwltz riel sistema oiiginal y del sistema equivalente son iguales. nos referiremos a 
ella como la. opci6n de energia, mientras que a l a  nueva teoria l a  Ilamarcmos opción de l a  

pesiisn, dado  que en dsta son las presiones de ambos sistemas las que son iguales. 
Tanto para la opción de la ctwrgilJ (SW-WCA) conlo en  el L/!: !u pre,wjtt se requiere 

calcular y.s!y . Esto es posible mediante una parametrizacicin que usa al sistema de esfcras 
dw-:ts de referencia, ~ * ~ ~ ~ , ( r )  = l , ( r ) ~ ~ ~ : . ~ ( r  t .  v donde L(r) es un polinomio lineal  en P 

ajustado para representar adecuadamente los valores de  contacto en r := G y en r = ? m  
de ysrc. La ecuación de estado del SLV usada  en (9) íüe la EOS 1 E'?] , descrita con detalle 
en el capítulo S. 
3. I .  I Opcib?, de Ir prcsicin 

En la opcibn dc la presión los valores resultantes para G *  = G , ~ , ,  /o!, y A'* -= R / G ~ - :  

se Inues!ran  en las figuras 1 y 2 como funclones de la densidad p *  = po lF ,  para varias 
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temperaturas. E1 diámetro (T * es marcadamente constante para p* 5 O. 6, pero a 
dznsidades mayores existe una segunda solución, como  se muestra en  la figura 3. 
Analizando la giJ ( Y )  predicha por la solución de la rama superior  se  encuentra  que dsta 
introduce un error apreciable en  el primer  máximo de la función de distribución. De aquí 
que la opción de la presión sea confiable sólo para densidades p* 5 O. 6 o ligeramente 
mayores a altas temperaturas. La figura 4 compara la estructura  que  se  obtiene así con la 

estructura predicha por SW-WCA [S,6]. 
Para tener completa la ecuación teórica de  estado  se necesitan fbrmulas para 10s 

parhe t ros  del SU' como funciones de las coordenadas termodinámicas p * y T *. Las 
fbrmulas de o * y K* para p* 5 O. 6 son los polinomios de  cuarto  orden en la densidad, 
estilo desarrollo virial: 

-1 

K *  = R,(T *b *" 
n=O 

en donde los coeficientes o,$( T *) y I(,( T *) son: 

0 ,  -t- CTo17' * +o0J *? 7' *) ""1- 

1 + ot37 * co,,T *2 +oo,T *3 

para 11 = O, y para n O son: 

CT n .  ( 7' *) = onJ' *" 
m=O 

W!=O 

( 1  3a) 

(13b) 

(13c) 

( 1 3 4  

El orden M del polirlornio  en las últimas dos ecuaciones está implícito en la tabla I, 
do!,& se reportan todos los coeficientes. Los valores ajustados para c s 0  y 11, son los 
w x t o s ,  lo que garantiza que el seglndo coeficiente virial del LJ esté  incorporado 
esactamente. 
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4.52555966 - 1.53303 11.39Y3 1 -7.05945 1 3.03367 1 "- "- 
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Como se observa, la representación (13) de ios parámetros de  la EOS resulta muy 
sencilla. La predicción para el factor de compresibilidad 2 de la TEOSLJ generada así se 
muestra en la figura 5, comparada con las EOS de Nicolas (NEOS) y la ccuaci6n teórica 
de  Song &r Mason (SMEOS) [S]. Se observa que, como era de esperar, para el intewaio 
p* 5 O. 6 TEOSLJ y NEOS son muy parecidas a cualquier tempcratura,  mientras  que 
para 7'* I 5 TEOSLJ es  mis exacta que la SMEOS en el mismo intervalo de densidad, 
particularmente a bajas temperaturas. Las tres EOS son indistinguibles para 7'* 2 IO. 

3.1.2 Opcidrr dc / a  etrergia 
En 1 3  opcibn de l a  erlergiu, los parametros nSiv y h requeridos en ( 1  2) son obtenidos 

por el procedimiento del M y .  L a  función y I a J ( r )  resultante se usa entonces para calcular 

los lados derechos de las ecuaciones (8). Esta opción reduce l a  no linearidad de las 

ecuacioncs  de  mapea, y en consecuencia, sblo se encuentra una soiucilin parn todas las 
densidades p* 5 1. La  predicción para Z es menos exacta que en  el caso de l a  presión, 
aunque es bien portada a densidades mayores que 0.6. 

En esta sección se ha mostrado que las ecuaciones (8) tienen solucibn para un sistema 
prototipico. como lo es el LJ, usando perturbaciones a primer orden para generar la 
estructura del fluido. La  mejor TEOS obtenida con este procedimiento reproduce bien  la 

presihn del sistema LJ cuando 7',:+c. O. I) y ,9;c < 2 ; auncpe con la opción de la energía 

es posible dar una descripción mcnos cxacfa pero con mayor margen de nplicabiiidad que 
con la opcion de la presión. La  aplicacibn de la teoría esti limitada por la ecuación de 
estado del S\+' y por l a  aproximacibn perturbativa utilizadas 

* 

_"_I 3.2 i"'p.rreh~r c m  la teorin RHM' 
A fln de tener una mejor caracterizaci6n de 10s efectos que pueden tener las 

diferentes aproximaciones hechas ai nivel de la SWEOS o de I n  estructura usada para e¡ 
LJ, en esta seccibn presentamos los resultados que se obtierwn al calcular- de rnnnera 
pricticamente  exacta 13 estructura del fluido, mediante In precidiccibn RF1NC. y con 
ecuacicines de  estado para el SW más exactas 

La teon'a RHNC, como sc e x p M  con detalle en el capítulo anterior. permite conocer 
la estructura y termodinimica de un fluido simple con precisiim compxable a los 
resultados  obtenidos por simulacidn (MC DILI). Es por elio que s u  uso pennite calcular 
valores muy exactos de los parimetros de colisi6n  en cualquier estado  deseado -con 
excepcibn de la región de coexistencia de lzs fases líquido y vapor- y buscar regularidades 
en sus comportamientos en densidad y temperatura. 
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pequeñas entre I', y los resultados de RI-IFíC. y segundo, al errcr introducido en el 
ajuste de los parámetros. Las desviacioncs tienden a incrementarse Cil la regibrl de altas 
densidades p* % 1.0 y son también notables en la región de coexistencia de fases líquido- 
vapor,  donde lo TEOS s d o  puede proporcionar valores interpolados. Este problema 
dificulta ia ap!icación de la ecuación de estado  dentro de la regibn de coexis:enck para 
temperaturas 1'* 5 O. 75,  A temperaturas altas, TEOS es muy confiable. 

L a  posición del punto crítico es muy sensible a las pequeíias diferencias en la presión. 
Aunque la desviación entre PTEOS y U,, aquí es sólo de 0.015, el error  es lo suficientemente 
notable como para elevar la temperatura crítica de TEOS hasta 7'* = 1.40, mientras que 
la de Nicclas et czl es T* = 1.35 [ 3 ] .  

4. TEOS optimizada 
Las  secciones  anteriores han mostrado que: 1) las ecuacioncs de m p e o  ( 8 )  tienen 

solución mando se usa al fluido SW como sistema equivaiente de otro, ,S ; 2) que la 
ecuacihn dc estado de ,S es la ecuaci6n de estado del sistema SW; 3 )  que Ia espexlficidad 
del sistema S recac en una dependencia Funcional  en densidad y ternpcrrltura de los 
parrirnetros de colisión CT y 3: del SW, que admiten fórmulas de reprcsentacibn generales, 
como las ecuaciones (13) o (14); y 4) que la exactritud que se obtiene  COI^ la LOS asi 
generada es buena. 

De estos  cuatro  puntos surge de manera natural la pregunta: i c . r  op:it?lldzcrh/c ¡u 

f(wiu1). Concretamente,  dado que se ha probado la existencia de so!uc'liin para (8) 
calculando adecuadamente la estructura de S, entonces los criterios de optimimciim sen: 

1 )  la ccuacihn de estado del SW, c p o  L'S / u  t k  S, ¿puede ser rnris sencilla pero a ¡a vez m i s  
exacta que las EOSl y EOSZ?; 2) es posible  minimizar la carxidad de infcmnaci¿m que se 
neces,ita salxr  de S para obtener los pnrimctros (r * y h del s is tma equivalente SW si:l 
sacrificar zon ello su exactitud?; y 3) ,es posible cbtener m a  mejor rept-esctr?:xii.m para l as  

fi,rrlIulas del mapeo?. La  respuesta para las tres preguntas es. s i  El capitulo siguiente 
presenta un irl6todo genera! para obtener ecuaciones de eslrtdo sencillas y ctrlnpactas para 
sistemas cuyo potencial sea de nódulo duro; en el caso del St%' ia ec:Iacicin asi obtenida es 
la EOS3 [ I  11, q t l e  se discutirá ampliamente ah:. En esta seccibrl nus avocaremos entonces 
a probar el si de las dos illtimas preguntas. 

El comportamiento regular de los parimetros del SW equivalenle permite reducir el 
número de  estados  termodinimicos donde resolver el mapeo (S) .  Ea solucicin en el limite 
de densidad cero es exacta,  de tal modo que para completar u n  nluestreo adecuado en 
densidad se encontró suficiente resolver el n q e o  (8) a las densidades de px ::: O.  3 ,  O 6 y 
O.  9, para las temperaturas :'* .:= O .  8, ! . O,  1 S, 2 y 10. 



Con la estructura del LJ obtenida  de RHXC. y l a  EOS 3, se resolvieron las 

ecuaciones  de mapeo (8) en los estados mencionados, y se obtuvieron las siguientes 
fOnnulas para los parámetros del SW: 

( 1  5c) 
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Las figuras 13 y 14 muestran que las f6rn1uias ( I  5) representnn adt.cuadanientc los 
pnrimetros del sistema SW. Se puede notar tambikn que (a EOS3 mejora el 
comportamiento de 10s parimetros, si se cornpars por ejemplo con !os generados con 
EOS2 (figura 8). Esta mejora recae principa!mc.nte en la reglbn de densidades bajas 
( p  5 O. 4), ya que la EOS3 posee un segundo cocficiente virial exacto, y el tercero lo 

reprodrrce con bastante precisión. Esto hace ver que, sin ser apriori condición necesaria, ni 
ser mucho menos obvio, una  mejor EOS para el sistema equivalt:nte garantiza un mejor 
comportamiento del rnapco. Las siguientes fipras ( 1 5  y 16) muestran que la TEOS de 
esta sección ( EOS3 f fór,rmulas ( 1  S))  tiene un poder predictivo adecuado. 
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Corno se mencionó en el capítulo anterior, las frecuencias de colisibn totales vR y V..! 

de las sistemas LJ y SW se comportan de manera muy similar en los mismos estados 
termodinámicos (p, 7). Esto podría llevarnos a suponer que las razones vR/v:! '  y 

vA/v:'' que aparecen en las ecuaciones de mapeo (-) 3 deberían ser cercanas  a  uno. L o s  

cálculos con la IWNC confirman que en efecto este es el caso. En la tigura 6 se muestra 
l a  razbn . ,</vi  que  se obtiene de las ecuaciones de rnapeo (81, para diferentes estados 
termodinámicos y utilizando la EOS2 [9 ]  para el cálculo de 13s propiedades del pozo. Esta 
r a z h  se comporta muy suavemente y las isoterrnas se desvían cuando mas un 6% de la 

unidad. La aparición de un punto nodal a la densidad de p* ~5 C) 675, donde \ r , ? / v J <  .- 1 
para todas las temperaturas resulta muy interesante aunque dificil tic interpretar. la tigura 
7 muestra el comportamiento de la otra razón de frecuencias. con un comportarniunto muy 
similar al caso repulsivo: las desviaciones respecto a la unidad son inferiores al 8% y de 
nt~evo sc observa un nodo cerca de la densidad p" E 1. O .  El hedlo de que ambas razones 

permanezcan cercanas a la unidad  indica claramente clue los parrimetros de colisión dcl  SW 
r ~ ;  y li, definidos por los mapeos (3), toman valores muy cercanos a los dc! LJ , S :> y .c: I 
>. LSS puntos  nsdales  encontrados indican clue alrededor de esos ~ s t a d o s  termodinámicos 
atnbos sistemas se comportan cindticamente de la misma forma. 

' I t '  

Sli' 

Los parámetros  que  se obtienen del lnapeo con la estructura del LJ por RHNC se 
muestran en la figura 8. Como ya se indicó,  las inexactitudes de la S\'J EOS usada err el 
mapeo no afectan el valor final de la presión, pero si los valores y c:~~~portarniento  dc los 
parimetros equivalentes. Para ilustrar este efecto, la siguiente figura maestra como son o* 
y h si se usa l a  soluciim RHNC del SW, que es mu]; exacta [IO] .  Cincament~" se ve, 

comparando las figuras 8 y 9, que la SWKHNC (ver ca:itulo 5) prochlce paránletros 
similares a los calculados con la EOS2, pero que tienen una variacih menor con la 
densidad. Otro detalle importante es el comportamiento virial, ya quz Ins parámetros de 
colisión del LJ en el límite p* -+ 9 determinan su segundo coeficiente \,¡rial I],. Con10 ya 
se mencionó en el capítulo anterior, estos va!ores se pueden determinar exactarnentc a 
partir del potencial de interacción. Los valores de o * y 3, del SW en este limite también 
se pueden conocer exactamente, y dependen tanto del E, del l.J u m t o  ~ m ~ ~ b i c ; j j  del Is2 deí 
SW. De aquí que una EOS para el SW que no prediga su I$ necesariamente d a r i  lugar a 
ordenadas en el origen inexactas, como sucede en la figura 3. l a  EOS2 no incorpora 
adecuzdarnente B2 mientras que la EOSI si ( y tambidn la EOS3, usada en la siguiente 
seccibn). 

Nhtese también que existe una diferencia relevante entre los parrimetros SW 
resuhntes de !a aproximación perturbativa y de la teoría RHNC. a densidades intermedias 
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(alrededor de la densidad crítica), en la región de bajas temperaturas,  aparecen 
promontorios en o* y X, de concavidad opuesta. Cinéticamente, el comportamiento 
mostrado  corresponde a sistemas SW de corto alcance con diámetros de colisión 
significativamente mayores  que 10s del Lennard-Jones. En las figuras anteriores se observa 
que, a bajas temperaturas, los sistemas SW equivalentes tienen l a  misma presión que el LJ 
chocando repulsivarnente con una frecuencia menor que la  del LJ, y con un tamaño h del 
pozo que disminuye con el incremento de la densidad. Ambos efectos pudieran parecer 
consecuencia de la forma cuadrada del SW, pues para que el número de partículas que 
chocan  dentro de los pozos del SW y del LJ sea aproximadamente el mismo, deber& dc 
haber menos en el SW que en el LJ, y esto  se logra aumentanda o* y disminuyendo h. 

Como se hizo explícito en la aproximación perturbativa, el comportamiento regular dc 
los parimetros del SW equivalente se aprovecha para obtener  f6nnulas sencillas que los 
representen. Si  bien se puede parametrizar directamente G", como se hizo en  el caso 
pertnrrbatwo, conviene mis ajustar directamente o *I, que es el factor  que entra 
directamente en et cálculo de la fiacción de empaquetamiento del SU'. 

Utilizando una parametriración sirnilar a (1  3), se represent0 a CT *'y 1 en series  dc 
potencias en densidad y temperatura ( o inverso dc ella): 

3 
h fl L J 7  *))p *" 

n- O 

donde 

Las 3 6  constantes  de la TEOS (14) se dan en la tabla 11. 
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"" I 

-2 35002 

-47  0254 83.2561 -39.6532 

35.8374 -62.0298 2s. 1656 - i .  14745 

; 2.41 506 

- 

" 

1 -0.57104 I 2.35433 I 3.96593 I -19.1808 1 13.2084 1 - - 

Se est:~c!ici el poder predictivo de la TEOS así generada (EOS2 + fbrmulas del mapeo 
( 1  4)). L a  exactitud de la presibn RHNC del. fluido LJ respecto a los datos de simulación y 
NEOS ha sido- extensivamente probada en la literatura, y se ha encontrado  que es del 
mismo orden de NEOS respecto a las simulaciones. Usando a NEOS entonces para probar 

l a  TEOS propuesta, se enconcrd, que los valores de la presibn l;,,:<l,i = /'CT'/E concuerdan 
c w  los de NEOS, con desviaciones dentro  de la dispersihn promedio de los  datos 
simulados. q 1 . x  son los representados por NEOS. Como una ilustración de esto, en las 
figuras 10 y 1 1 se comparan los factores de compresibilidad y las presiones de TEOS con 
Ics de NE.OS y SMEOS. L a  desviacibn cuadrática media (d.c.m) de TEOS respecto a 
NEOS es de 0.0205 en un muestre0 de 90 estados de una sola fase comprendidos en la 
regihn p* 5 1. O y O. 8 5 7'* 5 6. O ;  este valor debe de compararse con la d.c.m  de la 
ecuaci6in de Nicolas [ 3 ]  respecto a las simulaciones: 0.0630. lo cual  indica que el 
procedimicnto L J S ~ O  para generar la  TEOS es confiable  Las desviaciones entre las, 
presiones de TEOS (P,,?,,) y NEOS ( f', ) se deben a des factores primero, las diferencias 
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La figura 17 muestra io que le sucede a los parámetros del SW a la temperatura  de 
7’*= I .F si se usa una ecuación de  estado más  sencilla, pero menos exacta. Las líneas de 
trazos  corresponden al mapeo hecho con la MFEOS3, que es una ecuación de  estado  a 
orden uno en un  desarrollo perturbativo de alta temperatura 

P&JN = PA,;,/N + PA,/N; 
calm es bien sabido de  estos desarrollos, el término de orden  cero  corresponde  a lz 
energía libre por partícula de un sistema de esferas duras, mientras que el tkrmino de orden 
uno, D A , / N ,  es el campo promedIio (la energía potencial por partícula del SW, 
promediada con una estructura  de esferas duras). Las líneas continuas de la figura 17 son 
las soluciones obtenidas con la EOS3 completa. Se nota claramente el efecto que tiene 
sobre el mapeo una ecuación de estado con la información  virial incorrecta. También se 
observa ~ p e  confwme la densidad crece las discrepancias entre EOS3 y MFEOS3 se van 
haciendo cada vez menores, lo  cual  señala el tipo de aproximaciones clue se pueden hacer 
segun la región del espacio termodinhico que se tenga interés en mapear: para el liquido 
basta la información de una ecuación de estado tipo campo promedio, pero si se  desea 
tener simultaneamente la descripción del vapor es necesario usar una EOS que tenga, al 
menos, un segundo coeficiente virial exacto. Por ejemplo, una aplicación que requiere la 
informacion de ambas regiones al  mismo tiempo es el cilcufo de !as propiedades liquido- 
vapor 

La  predicción del equilibrio líquido-vapor de la TEOS de  esta secc ih  (EO% + 
fórmulas ( 1  5)) se muestra en la figura 18 (línea de trazos  cortos). La línea continua 
corresponde a l a  ecuación empirica de Johnson et al [4] (JEOS!, versihn mejorada dc la 
ecuacibn de Nicolas el trl [3]. JEOS usa la misma relacibn funcional de NEOS, pero con 
nuevas constantes, ya que  se  obtuvo con el mismo procedimiento de  ajustc  usado con 
NEOS, pero incluyendo ahora la información  del  equilibrio líquido-vapor sirnulado con el 
rntitodo del Monte  Carlo del Gibbs ensamble (GE). JEOS y NEOS difieren solarnente 
cerca de la regibn crítica El comportamiento de TEOS es  escelcate, excepcih hecha del 
pimto crítico; de  acuerdo al GE, la densidad critica es p, * = O .  304 -t. 0.006 y IJ. 
temperatura crítica es 7; * = I .  3 I6 C O. O06 [4), mientras que TEOS predice 
p,* = O. 29.5 k O. O05 y 1; * = 1.360 & O. 005. La desviación mis significativa es en la 

temperatura, y tiene que ver fkndamentalmente con el error numérico de la 
parametrización ( I S ) ,  si  bien parece que la  RHNC predice de  entrada un valor mas aito 
que el GE, aunque menor de 1.35 (que, por otro lado, es la temperatura crítica de NEOS) 

L a  otra curva ilustrada en  la figura 18 (linea de trazos largos) es la predicción de 
ShIEOS [S]. Esta ecuación de  estado, si bien es más sencilla que TEOS, sblo es capaz de 
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hacer una predicción correcta del vapor, más  no  del liquido. Por otro lado, una ecuación 
de  estado  como  MFEOS3, al no predecir correctamente la región del vapor,  afecta 
también la  del liquido. 

Para terminar esta sección, mencionaremos otro aspecto interesante de la teoría 
expuesta.  Por la manera como  se realiza el mapeo, o sea, mediante una transformación 
puntual de cada estado termodinámico (p*, T *) del fluido LJ, entonces  se tiene que en la 

región de coexistencia de fases líquido-vapor existen dos sistemas equivalentes SW: uno 
para el vapor y otro para el liquido. Las figuras 19 y 20 muestran los valores de 
mexisfencia para o *3 y h que corresponden a las dos fases del LJ. La figura 20 en 
particular exhibe la manera como la  familia  del SW es rastreada para generar los sistemas 
equivalentes al  LJ en sus estados  de vapor y de liquido. La linea a  trazos de esta figura 
corresponde  a la temperatura crítica del SW como hnción del alcance, y muestra 
claramente que prácticamente toda la  región líquido-vapor del LJ se mapea en  la zona 
subcrítica para los SW equivalentes. Esto quiere decir que  a su vez, los SW estarán ya sea 
en dos fases o bien  en estados metaestables respecto a sí mismos. Pero  de cualquier modo, 
el mapeo no es ambiguo: en  una isoterma, el vapor LJ se mapea univocamente en vapor 
SW (sobrecomprimido o )IO) y el liquido LJ se mapea univocamente en líquido SW 
(sohr~exyLmdid~) o no). 

5. Sistemas Moleculares 
La teoría anterior no está restringida a usarse sólo con el sistema LJ. Con el fin de 

investigar las propiedades generales de los mapeos, se resolvieron las ecuaciones (8) para 
los diferentes sistemas que  se vieron en  el capítulo anterior. La figura 21 muestra, por 
ejemplo, los parámetros del SW para un  sistema exp-6 con y = 14. Los círculos de la 
isoterma 7*=1.25 son para indicar que esta temperatura es subcrítica (Ti,* = 1.27, según 
Dodd & Sandler [ 12]), por io que la solución RHNC no existe en la regi6n de  dos fases. 
Esta figura exhibe el mismo tipo de comportamiento encontrado en  el caso LJ. a bajas 
temperaturas  aparece un promontorio en o a una densidad p* 2 O. 3, promontorio  que 
decrece al calentarse el fluido. En  el parámetro de alcance A también surge una mayor 
estructura  que  se va perdiendo con el incremento de 7-. 

Estas tendencias son generales y bastantes regulares, como se puede ver de las 
figuras 22 y 23 para el mapeo de un potencial yukawa (con ~ " 0 ~  = 1.8).  que es un 
modelo tipo "limite" de los potenciales estudiados, y bastante diferente al exp-6, por 
ejemplo, de tal modo que sirve para obtener patrones generales de  comportamiento. La 
posición del  máximo de a+ = CT,,,./CT,. se ha desplazado a densidades en el intervalo 
O. 3 I p" I O. 4 ,  pero aún  así es un desplazamiento menor que nos permite suponer  que, en 
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general, la posición del  máximo es poco  dependiente de la dureza del modelo mapeado, y 
que  se  puede manejar como un parámetro constante al momento de generar 
representaciones  hncionales del estilo de las fórmulas (1 S). 

Siguiendo  esta filosofia, se pudieron generar las TEOS para los  sistemas  exp-6 con 
12 5 y 5 15. Hemos visto en  el capítulo  anterior  que el fluido exp-6 con parámetro y en 
este  intervalo  es un potencial efectivo adecuado para  modelar fluidos de moléculas 
diatómicas, en  la teoria Median. Los parámetros de pozo heron ajustados con la  misma 
representación  que las fórmulas usadas en  el caso LJ. ecuaciones ( 1  Sa y lSb), y con  las 
siguientes  representaciones para los parámetros  de  ajuste  involucrados: 

Co + C,e -C*(P"P, 4' 
(3 *3 

1 + c3p * 

Y 
A = a. +aI tanh[a,(p * -p, *)] 

donde 

p1 * = 0.30 

p,,, * = O. 50 

y los coeficientes  dependientes de la temperatura son 

C, = c,, + C,,P + c,,P* + c0,p3 

c, = CIO + CIIP f C12P2 + C1,P3 

La tabla IV contiene los valores de las constantes para los diferentes  valores de y. 
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Tabla IVa. C'otntatltes para cs * 3 ,  TEOS del sistema exp-6 cot1 y = 12, (EOS3 cot1 
fOrmzr1a.s ( I  6)). 

Bo, c;, C, n n 

1 .O65 15 

-0.133382 -0.279393 0.964508 O. 141327 

0.0477398 O. 125294 0.602 199 

-1.17829 0.057275 1.07144 

0.538141 -0.488146 

&on a 2 n  a l n  

1.465 14 1.79749 0.053495 

-0.126524 7.21238 0.0984258 

-0.027 122 -1.43809 

4 n ;n '1 n c o n  

1 .O5932 

-0.120779  -0.388284 0.7 13238 O. 135421 

0.046349 O. 146348 0.638472 

-0.667676 0.0363839 l .  13294 

0.228478 -0.371712 
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Tabla IVd. Cotlstatttes para h, TEOS del sistema exp-6 cor) y = 13, (EOS3 cot1 fórmulas 
(1 6)). 

1.43994 

8.2 1645 0.1 14219 -0.121 163 

1.96676 0.0512516 

-0.0379573 -2.21 533 

Tabla We. Constantes para o *3, TEOS del sisternu exp-ti con y = 14, (EOS3 cot) 
. fvrmulas (I 6)). 

4 "  G n  c, n c o n  

1 .O6060 

-0.166862  -0.206141 0.62334 1 O. 13191 1 

0.047052 O. 127667 0.65 1344 

-0.57655 1 0.0702487 0.866172 

0.188139 -0.305786 

'on a 2 n  a l n  

1,42728 2.44858  0.0583579 

-0.108485 8.936 18 O. 10108 

-0.034 1626 -4.09005 - 

71 



Tabla IVg. Cor~stantes para cs *3 ,  TEOS del sistema cxp-6 c m  y = 15, (E0S3 COI] 

fórmulas (16)). 

~ 0 ,  a t n  

1.41249 2.4088 I 0.0599 171 

-0. I03 I26 10.4108 O. 1 1  1408 

-0.0362219 -4,56959 

Otra manera de generar las TEOS de fluidos moleculares es mediante la aproxir-rlacibn 
R A M .  El capitulo anterior presentó el efecto  de la elongación en los parámetros de 
colisión, usando u n  sistema de diatómicas LJ esfericalizados mediante la aproxirnacibn 
RAM (DLJ-RAM). Las figuras 24 y 25 presentan los parámetros de SW que  se obtienen 
del mapeo de las propiedades DLJ-RAM, usando directamente las reglas (S), a la  

temperatura 7*=6.0. Estas figuras muestran una fkerte dependencia tit los parárnenros 
con la elongación I,*, particularmente los valores altos que se obtienen en  el alcance, m u y  
diferentes a los que  se obtienen con los sistemas esféricos esp-6, Kihara, Mie n-m, etc. 
Tambien se nota que en  el  limite L *  -+ O no esiste correspondencia entre los parimetros 
SW del fluido DLJ-RAM y los parámetros SW del fluido LJ simple. La razón de esta 
discrepancia radica en  el hecho de que, como vimos en el capítulo anterior,  los  parametros 
de colisión del DLJ con LGO. 1 se parecen  mucho a los  del  LJ sirntprr y ctrtntdo IWJ' 

fijemos en las isolrrmus adrctradm, pues  una temperatura 7% = 6.0 del 5L.J con I. *=O. I 

corresponde  a una temperatura 7 *  = = 1.5 del  LJ  simple, ya que hay que  recordar que 
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en  la representación sitio-sitio del  DLJ  hay cuatro pares de interacción LJ que  están 
presentes en  el  límite L" + O .  

Visto de  otra manera, la regla de mapeo (8c) especifica que el parámetro de energía 
.sSw debe  ser igual al mínimo  del potencial que  se desea mapear. Es por ello que las figuras 
anteriores muestran un mapeo incorrecto, ya que no se tomó  adecuadamente el 
escalamiento de las temperaturas del SW. Siendo consistentes con el hecho de  que  las 
propiedades del sistema DLJ se calcularon con el potencial RAM $R.L,, . se escogió  como 
regla de asignación para el valor mínimo de +R4h, : 

E.sw = "4nLttf (d ( 1 7 4  
donde ro es el valor del  mínimo de $iiR1, . En unidades del parámetro de energía E del 
potencial LJ átomo-átomo ( E ~ ~ + ,  * = E ~ ~ ~ / E )  se tiene la siguiente relación entre las 
temperaturas reducidas 

cq * = k7'/Eslv = T * / E ~ ~ ~  * ( 1 7b) 

Las figuras 26 y 27 exhiben de nuevo a los parárnetros del sistema SW para el fluido 
DLJ pero con las temperaturas reducidas SW correctas, usando las ecuaciones (1  7). El 
límite L* -+ O tiene el comportamiento esperado, pues los parámetros o* y h para 
L*=O. 1 en 5rW = 6 se corresponden bastante bien con los del LJ simple  en qq * = 1.6. Estas 

figuras muestran una interesante dependencia en la elongación I,* de las diatómicas. El 
diámetro de las partículas SW crece con I,* de un  modo similar a  como lo hace el diámetro 
de colisión (.S *); la suavidad del potencial RAM a elongaciones mayores se refleja  en una 
mayor dependencia en  la densidad de a* . En general, la tendencia será que la serie de 
SW equivalentes al DLJ tendrá una fracción de empaquetamiento mayor que la del DLJ. 

El alcance h, figura 27, crece sensiblemente con L", de tal modo que  cuando el 
tamaiio de las moléculas es grande (I,* > O. 5) los SW equivalentes tiene alcances por 
encima de 1.8 en  la región líquida. La termodinámica del SW para alcances cercanos a 2 
puede ser representada  con bastante exactitud con EOS de teorías de perturbaciones  a 
segundo  orden [ 131, que tienen la virtud de ser teóricas -deducidas directamente de la 
mecánica estadistica- . De aquí que los resultados presentados nwestren que estos 
sistemas moleculares DLJ puedan describirse con EOS muy exactas. 

6. Sistema  equivalente yukawa 
En las secciones anteriores hemos visto la construcción de TEOS con el sistema 

equivalente SW, usando reglas de mapeo cinético para definir la equivalencia. En esta 
sección regresamos de nuevo al sistema yukawa, pues servirá de ejemplo para probar que 
la teoría desarrollada no está limitada a usarse sólamente con un fluido SW. 
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El sistema yukawa, cuyo potencial es (2), tiene los parámetros de colisión siguientes: 

v i  = x p o 2 ( v r ) g ( a + )  

(S) = 0 

A fin de usar al yukawa como sistema equivalente se requiere tener una ecuación de 
estado para sus propiedades termodinámicas, que además sea función del alcance K"U. 

Si  bien no existe propiamente una EOS para el yukawa, como en  el caso SW, que  sea 
función explícita de la densidad, temperatura y del alcance (salvo la que se presenta en el 
capítulo siguiente), si existe un procedimiento debido a Mansoori [ 141 para generar la 
termodinámica del yukawa de alcance variable. Este  método consiste de  cuatro elementos: 

1 .  En la teoría MSA (mean  spherical aproximafion) de ecuaciones integrales se tiene 

la siguiente aproximación para la función de  contacto g(a+), que es válida solamente con 

fluidos de  nódulo  duro [ 151: 

En esta ecuación gIlS es la función de distribución del  fluido de  esferas  duras, con 
fracción de empaquetamiento 8, y g,,,,, es la función de distribución radial MSA del fluido 
de nódulo duro, con fracción de empaquetamiento q. Como la estructura y la 
termodinámica de MSA es mejor que las predicciones de  otras  cerraduras para este tipo de 
fluidos [ 161, en  la teoría de Mansoori se asume la aproximación 

d r *  11) = RhfS.1 (r, d ( 19b) 

de tal modo  que  (19a) se convierte en una ecuación cuadrhtica en g-( a+) 

2. La función ~ ( r ,  q) se aproxima a su vez con la función gIls.  para la cual se usa 
la solución analítica de Wertheinl en la cerradura PY [ 171. Esta solución esta expresada 
para la transformada de Laplace de g,,,. lo cual resulta muy apropiada en  el caso del 
yukawa por ser (2) un potencial dependiente de una exponencial real, que es el kernel de la 
transformada de Laplace. 
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3 ,  La entropia del yukawa es aproximada con la entropia del fluido de esferas duras: 

s(d = L L h l s )  ( 19c) 
y donde q, es la fracción de empaquetamiento del sistema equivalente HS en esta 
aproximacibn. 

4. Las fracciones de empaquetamiento q, y 8 de los sistemas equivalentes HS en las 
ecuaciones (1 9) son fbnciones de la temperatura y la densidad. Sus valores se determinan 
con un criterio de consistencia termodinámica : la presión y la energía interna derivadas de 
la función de distribución radial g ( r ,  q) = gf,Ly(r,  q) deben de ser las mismas que se 

obtienen de la energía libre derivada de la entropía ( 1  9c).  Este  criterio de consistencia da 
lugar a un sistema de  dos ecuaciones no  lineales acopladas, las cuales se resuelven 
aproximando a q, y 8 como  finciones lineales de P y q. 

La teoría de Mansoori tiene el mismo poder predictivo que los resultados de teoría de 
perturbaciones  a  segundo  orden para la energía libre, en una expansión de altas 
temperaturas  tipo Barker-Henderson [ 18, 191, pero tiene la ventaja de permitir la variación 
del alcance del potencial yukawa. Es, por lo tanto, un método para generar propiedades de 
la familia de sistemas yukawa, que es lo que se necesita para efectuar el mapeo  cinético. 
Más aún, esta teoría realmente es una versión muy similar de las teorías de sistemas 
canónicos  que vimos en el capítulo 2, pues se  hndamenta en  el requisito de consistencia 
entre la información microscópica y la macroscópica para definir al sistema equivalente HS 
con el que  se calcula la estructura, aprovechando para ello la exactitud de la cerradura 
MSA en este tipo de fluidos. Sin embargo, para el cálculo de la termodinámica se requiere 
de un segundo sistema equivalente, otro fluido HS, pero de diferente diámetro  que el 
primero, y definido por un nrc~pro entre entropias. Esta regla de mapeo parece ser 
bastante general, esto es, suponer que la entropía de los fluidos est6 regido 
fundamentalmente por el comportamiento repulsivo del  potencial [20]. Como u n  ejemplo 
de  esto, la figura 28 muestra la entropia de exceso para un sistema SW como función del 
alcance del potencial y a una temperatura de 7" = 2. Nótese  como hS,,,. tiene una 
dependencia mucho más herte en  la densidad que en el alcance X del potencial. 
Recuérdese que  cuando A. = 1 el sistema SW se convierte en  el fluido HS a la  misma 
densidad. 

Usando la EOS (19) para calcular las propiedades ( 1  8) se estudih el mapeo cinético 
de varios de los sistemas investigados con el SW. La figura 29 muestra por ejemplo el 
mapeo del exp-6 y = 14. Las curvas superiores corresponden al parámetro K (inverso del 
alcance) mientras que las inferiores son los diámetros o de las partículas yukawa. L,o 
primero que hay que resaltar de esta figura es el hecho de que ya no se tiene el 

75 



O cu 
I !  (3 

Y- 

l 

a 

7 5a 



._ 

co O o 

W 
7 

W 
I 
11 
X 
W O 

7- 

Q 

.;- O 

75b 



promontorio  que  se veía  en el caso SW para 0. Lo mismo sucede al mapear otros sistemas. 
Esto sugiere, como ya sea había dicho antes, que dicho promontorio  a bajas temperaturas 
es una consecuencia de lo "cuadrado" del SW. No es dificil ver entonces  de  estos 
resultados  que la razón de frecuencias repulsivas sea mucho menos dependiente de la 
densidad y de la temperatura  que en  el caso SW. Como el parámetro K tiene también una 
dependencia muy regular en densidad y temperatura del yukawa, se ve favorecida la 
posibilidad de tener representaciones sencillas y compactas de los parámetros del yukawa. 
al estilo de las ecuaciones (14). Las TEOS con el sistema yukawa resultarán más simples 
(con un menor número de constantes) que las  del SW, siempre y C I I C Y ~ I L ~ ~  se tenga I I ~  

EOS adecuada para elylrkuwa, como las que se tienen al momento para el SW. 

7. Sistemas  equivalentes  cinéticos. Epílogo: más allB del SW 
En este capítulo se ha mostrado no sólo que  es posible construir TEOS de fluidos 

reales con los sistemas equivalentes cinéticos, sino que además la teoria no está sujeta a un 
sólo tipo de sistema equivalente. Concretamente, se ha visto que con un sistema SW o con 
un yukawa las ecuaciones de mapeo (8) tienen solución en una  amplia región del espacio 
termodinámico donde exisfen los fluidos reales. En general, aunque no se ha demostrado, 
se  puede hipotetizar que clralquier sistema de r t c k h r l o  duro servirá para estos propósitos. 
Uno, por ejemplo, que reune las  ventajas tanto del SW como del yukawa es el pozo 
triangular (TW), 

si r 2 ha 
El potencial TW se anula a la distancia Lo, como el SW, y asi desaparecen 

dificultades matemáticas que surgen con integrales del yukawa (que se anula a distancia 
infinita). Pero los chipotes  de las isotermas del diámetro o del  SW  ya no deben de estar 
presentes en los mapeos TW, tal como sucede en los yukawas, pues la forma de l a  parte 
atractiva del potencial TW se asemeja a la del yukawa. Por otra parte, Boublik [21] ha 
mostrado que el TW puede ser un mejor modelo que el SW como sistema de referencia 
para teorías  de perturbaciones, siempre y crrarlu'o se t r r q p  utln EOS c d x w x h  para el 77Y. 

En el próximo capítulo veremos cómo construir de una manera simple ecuaciones de 
estado para sistemas de nódulo duro  como el yukawa y el TW, al  nivel de la descripción de 
campo promedio. El procedimiento usado para estas construcciones es bastante general y 
flexible, por lo que  es aplicable a cualquier sistema de este  tipo. En esta sección 
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profbndizaremos en las propiedades que tienen los mapeos entre sistemas equivalentes  de 
nódulos  duros. 

Como  se vió en  la sección 6, al calcular los parámetros de colisión (18) del fluido 
yukawa  con la estructura  que  da la teoría RHNC , y al hacer el mapeo al SW con la EOS3 
se obtienen los parámetros de pozo  de las figuras 22 y 23.  La figura 22 muestra que 
existen dos puntos nodales: el primero, en  el limite de densidad cero, y el segundo 
alrededor de la densidad p* z 0.75 El primer punto nodal es un límite exacto que se 
obtiene  directamente de la  definición de la frecuencia de colisión repulsiva aplicado al 
caso  de sistemas de nódulo  duro;  esto es, dados dos cualesquiera sistemas de  este tipo , S ,  
y S,, entonces 

Más aún, en  el caso  de mapeos de este tipo entre sistemas con n6dulo duro,  como el 
SW y el yukawa, se  sigue de las reglas (8) que el diámetro SW reducido con el del yukawa 
es la razón de frecuencias repulsivas 

(J* asw/(Ty = v;/v;bl (2 1 b) 

por lo que la figura 22 corresponde también a la razón de frecuencias repulsivas, y se  ve 
más  claro  que el límite (21a)  se cumple rigurosamente. 

La figura 23 muestra que el-parámetro h del SW sigue una pauta similar al alcance 
promedio de colisión (I *) del yukawa (ver capítulo anterior): conforme crece la densidad, 

h es menos sensible a  las variaciones en temperatura, hasta tomar prácticamente un valor 
fijo a densidades del orden de p* = 0 .9 .  Este resultado es interesante, porque otra manera 
de verlo  es  que  conforme  crece la densidad, el conjunto de sistemas SW que  corresponden 
a un sistema yukawa se va reduciendo cada vez más: la equivalencia entre  ambos fluidos 
se puede  tomar como univoca a partir de la  densidad p* = O. 75, o sea, al yukawa de 

alcance K - I O  y = I .  8 le corresponde un SW de alcance h = l .  7 5 .  

Pero así como un yukawa es mapeable en un SW, tambikn es válido el mapco 
recíproco.  Las figuras 30 y 31 muestran los parámetros del yukawa que representan a u n  
fluido SW de alcance h = 1.5; para el cálculo de las propiedades del yukawa se usó el 
mismo procedimiento de Mansoori que se explicó con detalle en  la sección anterior. De 
nuevo, la figura 30 ilustra no nada  mas el comportamiento del diámetro o* = ( J ~ . / C T ~ ~ { .  

sino también el de la razón de las frecuencias repulsivas vtl,. /v; . Observarnos que esta 
razón no satisface el límite (2la), lo cual es consecuencia de que la EOS de Mansoori no 
tiene el íímite  virial correcto  a bajas densidades. Es de esperar que una EOS del yukawa 
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que reproduzca bien SLI segundo y tercer coeficientes v i d e s  de lugar a  isotermas de o* 
con menor variación con la temperatura a bajas densidades. 

Lo que hernos visto hasta el momento nos permite concluir lo siguisnte.  Dadas dos 

familias de sistemas de nódulo duro cualesquiera, {Sl(ll)} y { S 2 ( & ) } ,  donde A, ,A, sorr 
los  parátnetros  que definen a los miembros de ambas familias, entonces existen también las 
familias de mapeos 

S,2  = {T12:S, --+ (,Y,])Y E (T2,:S, -+ {S':]} (224 
donde TI, es el mapeo que transforma a S,, un elemento de la primera familia,  en un 

conjunto de sistemas pertenecientes a la  familia { & ( A 2 ) } ,  y de manera similar está 

definido T 2 , ,  que hace las veces de una transformación reciproca de Ttz. Sin embargo, es 
claro que la relación  formal de invwsj61) está dada no al nivel de los mapeos individuales 
sino al nivel de las  familias (22): la familia de todcs los rnapeos posibles Tl,TZl no es  otra 
cosa que la realización de una transformación unidad: 

1 = ,T., il : S ,  ( S 2  >, S ?  -+ (S, 1) = (I = T,,T,,: S, "+ S, 1 ( . 2 W  

o bien, tomando a las fimilias de rnapeos como operadores  a su vez., 

1 -=H,&; = x.& 
t o s  ejemplos de mapeus SW y yukawa vistos en ésta y las dos secciones anteriores 

muestran tarnbicin que es posib!e construir mapeas de mapeos que incluyan sistemas 
suaves. En e! caso del exp-6, y = 14, existen los mapeos cinético con el SW y yukawa, 

que  denotnrcmos por T:& y T~&,, respcctivamente. Corno el SW v el yukawa son 

mapeables entre sí, potlemos entovces decir que T&,, por ejemplo, es la familia de 

esto es, la familia (Zk) está compuesta del mapeo Tc:6, que es sólo UIIO,  miis el conjunto 

dc todos los lnapeos TJ);" que transforman los SW, resultantes del rnapeo anterior, en 
yukawas. 

En ( 2 2 ~ )  está implícita la  propiedad de asociaciian para los mapeos. Si, por- ejemplo, 
se usa una tercera familia de sistemas de  este  tipo, COMO el pozo triangular (20), entonces 
el mapeo (2 .2~)  puede ser descrito nuevamente como 

T' rrF.h = ~ ~ ~ ~ ~ ~ , T ~ ~ , ' , ~ ~ ' ~ ~ ~ , ~ ~ ~ ( ~ ~  r "+ {SW(h) ) ,SW(L)  "+ {TW(h)},TW(k.) + ( Y o ( ) ) )  

Pero también es posible la secuencia 
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y-.' rrp6 " -- ~T~-~~~,T,:,",~~~:,:erp6(y) r "+ (TW(h)},7W(h) --> {.W(h)},SW(h) -+ { l " (~j) )  

A fin de poder profbndizar en  el dgebra de estas transformaciones resulta 
indispenszble el poder  contar con EO§ de familias de sistemas suaves, tipo el expG o el 
potencial de Mie, de tal manera que fuera posible investigar si los mapeos son invertibles 
en todos los casos (por ejemplo, saber si un SW es mapeable en una farnilia dz exp6). El 
estudio d e  estas propiedades, así como de otras  (hndamentalmente,  saber si los mnpcos 
cinéticos fornlan un grupo), rebasó los objetivos iniciales de esta investigacibn, y los 
resultados  expuestos en esta sección cluedaron bastante lejos de c0forrna.r una teoriri 

rigurosa; basicamente, no son más que meras inducciones . Sin embargo -puesto que la 
investigacibn cientifica es ese!~cialmente interminable- resulta interesante mencionarlvs 
como ejempfos inacabados de una teoría perfectible e inconclusa. 

8. Conclusiones 
Como hemos visto en el transcurso del capítulo, el mdtcdo de mnpeos cinéticss es 

capaz de producir ecuaciones  de estado de alta exactitud siempre y ouando: 1 )  la 
estructura del fluido sea cnlcuiada con gran  precisión (v.g., con In tcoria RHNC); 2) se 
dispongr: de una EOS adecuada y funcional para el sistema equivalente; y 3 )  las ecuaciorxs 
que resultan del rnapeo para los par,imetros del sistema equivalente tengan una 
represcntacibn tarnbien muy exacta. Es claro que este  método no es mhs exacto r?i 
contiene mis informacicin que las que tienen las teorías integrales o las tcorias dc 
perturbaciones, pero si es cierto que l a  teoría expuesta permite Inanejar esta  in:imnacih 
de una manera más sistemática y con posibilidades de interpretxion fislra directa. La 
aplicacibn del rnetodo a  otros sistemas, no tan bien estudiadas y caracterizados conw cl 
fluido L J  12-6, proporciona información  nueva y valiosa, especiairnente si se toma en 
cuenta que el mismo estudio con infarmacibn  exclusiva par sinwlncion corrlpueac,ional 
requeril-ia mucho mis tiempo de cálculo. Por otra parte, I P S  parirne!rcss CT 1; h ticncn una 
interpretacibn fisica muy clara y se comportan muy suavemente en to& l a  regiim fu ida  dc 
intcrds. Estas características proporcionan un nuevo método de andisis para el estudio de 
l a  dependencia de las propiedades termodinámicas con la forma del potencial. E l  mitodo, 
por supuesto, es susceptible de mejoras. L a  ecuación de estado universal propuesta 
depende de la EOS del sistema equivalente que se use, y se rnostrb en el caso SW que los 
errcxes en las nlejores ecuacinnes de estado amplifican  la estructura de !os parámetros o 
h , haciendo dificil  la  reduccicin  del  número  minimo de c,oxtantes requcridas err la  

ecuaciih final. 
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CAPITULO V 
ECUACIBNES TEORICAS DE ES’Z’ADO. I1 

SISTEMAS EQUIVALENTES ESFkRICOS CON NbDUEC) DURO 
Y FAMILIAS DE ECUACIONES DE ESTADO 

1. Introducción 

Los capítulos anteriores han mostrado que es posible usar sistemas equivalentes para 
generar ecuaciones  de  estado con parámetros de claro significado fisico. Toca ahora el 
rnarnento de discutir los procedimientos para generar las ecrraciones de  cstado de los 
sistemas equivalentes. Como ya se mencionó, estas ecuaciones de estado en realidad 
corresponden  a fnmilim de sistemas, pues es un requisi?o de los rnapeos el usar sistemas 

no conformes. Corno complemento a la informacibn estructural y termodir~inrica de los 
sistemas esfiricos  de nbdulo duro, la última seccih del capitulo presenta resultados de l a  
soiucibtn RHNC para el SW. 

2. El termino de campo promedio en sistelms esf4ricos de nódulo drlro 

A continuación vamos a considerar sistemas cuyo potencial es de la f o r m  



donde uHs es l a  energía libre del fluido de esferas duras, p = g / k T  = i/T*, u1 es la energía 
del campo medio, es la energía de las fluctuaciones del campo promedio y uR es l a  

energia total debida a todas las fluctuaciones an de orden mayor a dos, 

n=3 

L a  energía a,,.y se conoce  de la ccuacibn de Carnahan-Starling para el fluido 1-1s [3]. 

Los siguientes términos contienen la información  tkrrnica y la del efecto  de l a  interacción 
atractiva $a ,  En  la literatura existe muy poca informacibn sobre  desarrollos  teóricos y 
computacionaleu sobre los términos de orden mayor que dos [4,51, por lo que el ~ I S O  de la 
serie perturbativa (2a) se restringe básicamente al desarrollo a orden cuadrhtico en p. 

En esta sección se presenta un estudio general sobre el t imino de canqm ptornedio. 
Si bien nos limitaremos al análisis de tres sistemas, la teoría propuesta es de aplicabilidtld 
general. Los tres sistemas considerados son: 

1) El fluido de pozo cuadrado (SW): 

2) El fluido de  pozo triangular (TW): 

3) El fluido de Yukawa (YW): 

i r 

El término de campo promedio para este tipo de sistemas estli dado por 

(3 a) 



donde gris es la íüncibn de distribucion radial  del sistema de esferas duras 

En el caso del sistema SW, al sustituir (3a) en (4) se tiene que 

Por la forma que tiene el campo promedio del SW resulta que (5) se puede usar para 
el caso general de un  potencial arbitrario del tipo (1). Integrando por partes la expresión 
(4), se tiene de (1) y (5) que 

Esto es, el campo promedio de cualquier sistema de n6dulo duro se puede  reexpresar 
como una superposición "ponderada"  de campos promedios de sistemas SW con  alcances 
J.,, = r/cr y a la misma densidad. El factor de peso en esta superposición es  justamente k! 
fuerza atractiva que siente un par de partículas en r. 

De manera equivalente, la ecuación (G) se puede reinterpretar como una 
descomposición del campo promedio arbitrario (4) en una serie de respreslus pwllmrtrkcs o 
locales tipo SW. Dado  que la fberza atractiva es una  fbncibn decreciente con l a  distancia, 
el espectro de SW requerido en (6) estará dominado principalmente por los sistemas SCV 
de corto alcance. 

2. I lZrt?1im de c t m n ~ ~ m > m e d i i o  dc.1 sistrmLI S'Y 
Ecuaciones de estado para la energia u;'" de la  familia SW han sido previamente 

modeladas por Del Rio & Lira [6 ,7]  y por Fleming & Btugman [8]. 5el  Río & Lira [7j  
mostraron  que CJ, se puctle reexpresar como 

q = -4 qX3 + aLR (q) + a,  (??,A) (3a) 

En esta ecuacih, el término proporcional a X3 es la energía propia de la EOS de van 
der Waals. Añadido a la energía libre exacta de esferas duras, tipo Camahan-Starling por 
ejemplo, este  campo medio es la aproximacibn de la EOS van der Waals aumentado, quc 

da la energía libre exacta del SW en  la aproximacibn de Kac [9-1 I ] :  E -+ O y h "+ x ,  pero 
manteniendo constante el producto EX' . El segundo termino, hnción exclusivamente ?e 
la densidad, representa la correccibn a van der Waals  para un alcance finito y vale 
exactamente (I - Kf,.7) / 2, donde K,,, es la compresibilidad  del sistema de esferas duras. 
El idtimo tkrmino es  de corto alcance, se anula  para A+x, y viene dado por 
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Si bien esta integal no se puede evaluar directamente, Del Rio & Lira [6] probaron 
que  es posible interpolar valores del corto y largo alcance de 0, para calcular a, para 
cualquier valor del alcance, con errores dentro del 2Yo respecto  a  datos  generados  por 
MC. Sin embargo, esto no es suficiente para generar correctamente las propiedades 
termodinámicas, ya que al calcular la presicjn-los errores se pueden amplificar hasta un 
309'0 . 

La dificultad principal  en el término de campo promedio mlculado  por Del Río & Lira 
radica en la fórmula de interpolación usada para representar el término de  corto alcance 
a, . Siguiendo sin embargo el mismo esquema de l a  EOS DIU, en esta tesis [ 121 se 

propone una nueva fórmula de interpolación dependiente de tres  parametros, los cuales se 
determinaron  ajustando por mínimos cuadrados la energia libre y la presión a los datos 
disponibles de MC. L a  forma usada file 

donde \ = h - 1 ,  y las variabies a, y, v y cp son funciones exclusivas de la densidad que se 
determinan del comportamiento de u, en  el limite del  cortc; alcance, 5 -+ 0 (ver apéndice 
5.A). Los partimetros de la interpolación , II = 0.860044, y = -0.31 S748 y 13 = 5.487716, 
optirnizan la forma de a,  para alcances comprendidos en 1.375 5 h :S 1.75 y para 

densidades p* 5 O.G. El factor de compresibilidad del campo promedio, Z, -= q( & r ,  /i?q) 
calculado con (3) y (4) tiene una  desviación cuadrática media de 0.06 al comparar con los 
resultados de simulacirjn M@ 0. = 1.375, 1.4, 1.625 y 1.75,  0.1 5 p* .c: 0.8 , [ 13,141). 

El campo promedio de la EOS de Fleming & Rrugmm 181 es 

U;  = - - ~ ~ A ( ~ q ,  X )  (Sa) 

donde C, P y Q son polinorrlios de orden cúbico en X: 

I' = -0.37394704h + 4.3 12674094h2 - 4.  162936468X3 (8c) 

Q = -14.397069h + 14.096318A2 - 3.7110026hs 
Fleming Ri R n g m a n  calcularon (5) con  la  función g H x  de la soluci6n Percus-fevick 

para el sistema HS y mediante la parametrización debida a Henderson & Smith [ 151. La 
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forma hncional  de (8b) es l a  triisma fórmula de  interpdacibn para valores MC de L I ~  de 
Barker & Henderson 151, donde las constantes se ajustaron al campo promedio obtenido 
de la solución Percus-Yevick. 

M á s  adelante se discuten dos ecuaciones de  estado del SVd cuyos campos  promedios 
son las expresiones de Gil-Villegas & Del Río y la de Fleming & Blugman (las EOSl y 
EOS2 de la seccibn siguiente). Estas EOS reproducen las propiedades del SW con muy 
buena precisión , pero adolecen del defecto de no ser compactas. Es por. ello que  surge la 
necesidad de buscar representaciones exactas y sencillas, aunque no provengan de 
soluciones elegantes como la de la teoría de partícula escalada, de gran éxito en  el caso  de 
cuerpos  duros [ 161. 

Una manera de resolver el problema es utilizando expresiones analitieas para la 
función gris (x) usada en el cálculo de al. De la ecuacibn (5) se puede observar que  se 
requiere conocer la fincibn  de distribución radial  no  cn todo el espacio sino en la  regihn 
comprendida entre 1 y )t. Para los alcances intermedios ( 1  h 2) es posible us3r 
diferentes aproximaciones que existen en esta regi6n para la jmción de c w k l ~ ~ d  
Y , , ~ ( X )  = g,,s(~)ellY(') [ 17-22]. La  mayoria de ellas consisten en desarrollos de Taylor de 
yIfs alrededor de x = 1,  resultando polinomios en x de hasta orden  cuarto. Sill embargo, 
Boublik 1231 encontró  que era posiblc dar una base teórica a este tipo de espansiows 
rctomando la definicih rigurosa de lo que es la funcibn Esta, entendida como / a  

ftrtrciin de dtstrihttcion rwdtul entre cuvidcdes JLJ dicímem) a ct1 IUI J'rricio de r.sfirtrs 
duras del tnismo furnutlo [24], se puede obtener rigurosamente, en el intervaio 
O 5 x 5 f i ,  de las propiedades de una solución infinitamente di iu ida  de una c!iatimica 
dura (HD) en un solvente tie esferas duras. 

Boublik probó q!Je con una EOS fW fimci6n cxplicita de la elongacibn I,* dc l a  

d ia th i ca  (corno las que resultan de partícula escalnda) se potfian obtener V ~ O J ~ S  

adecuados  de hasta para x .= 1.75 en p* = 0.923, par lo clue la  teorta p ~ d e  SCJ 

extrapolada con confiabilidad hasta esta distancia. 
L a  fórmula de Boublik es 

+, ' ,x"p: . r~+l ' , r '  YE&) = (9aj 

donde los coeficientes kt ,  provienen de los potenciales químicos de la  mezcla I-IL)-HS: 
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-3 n' 
P2 = 8(1 - 

-Tf + 3q' + 3q 
6(1 -- 1 1 ) ~  

11, = 

En la teoría de Boub!ik, x es la elongación L* de las diatómicas. 
Puesto  que = g,,, para .Y 2 1, el campo promedio (S) puede expresarse con 

cualquiera de las dos funciones, si bien conviene escoger la primera, por ser continua en x 
= l .  L a  integral no puede ser evaluada analíticamente con las ecuaciones (9); sir1 ~ m h u r g ~ ,  
si es posible obtener una expresión cerrada , mediante el uso del teorema del valor medio 
generalizado [ZF]: 

__ 

( 9 4  

(9ej 

h h 

J f ( x ) p ( x ) k  = S(<> JP(XW 

Entonces, para el cilculo  de a, usamos el teorema con f (x) = yl,s (x )  = g,,, (x) y 
o h 

p( x j = x2, obteniéndose  de (5) 

a, = -4rl(h3 - UY,,S(cJ 1 oaj  
expresibn que automáticamente tiene la contribuci6n exacta del término de campo 
promedio al segundo cceficiente virial. A fin de saber cuál es el valor de  que satisface 
(loa), para valores dados  de h y 11, se tienen dos posibilidades: I j usar el valor de o, 

proveniente de sirnulacibn por computadora, y 2) calcular directamente la integral (S).  
Ida figura 1 mclestra los valores de k(q,k) obtenidos de (loa) con e! primer 

procedimiento, usando valores muy exactos de a, calculados con dinimica molecular PO: 

Alejandre el al 1261. L a  precisih de estos  datos  es  de -fio.0005. y comprenden alcances 
1.1 5 R 5 2 y densidades O 1 2 p* <: 0.9 .  Notese de l a  figura 1 quc cn h = 2 la distancia 5 
toma valores que se encuentran dentro de la regicn de aplicahilidad de la fbrmu!a de 
Boublik. E\ comportamiento suave de E, en la densidad y en el alcance permite 
representarlo con una parametrización sencilla: 



t2 = s2, + <,,A + k,,h2 ” + tz3?? ( 104  
Las diez constantes c,,, se reportán en  la tabla Ia. 
Resulta  claro de la figura 1 que si se está interesado en alcances nienores que 1 6, la 

parametrizaci6n (10) se puede simplificar.  La ordenada al origen ( IOc) es en realidad una 
pararnetrización de la contribución correcta de a, al tercer coeficiente v i d .  

Otra manera de resolver la ecuación (loa) es usando directamente la f6rmuIa de 
Boublik para evaluar la integral que da a,.  La precisión de los valores obtenidos  es similar 
a la de las EOS FB y EOS 1, y la fórmula de la parametrización es igual que ( 1 O) salvo por 
c, ,  que  ahora es un polinomio de  cuarto orden en h. La f ip ra  2 muestra la distancia 5 
obtenida de  este modo.  Las  constantes de la parametrizacih resultante se reportan en la 

tabla Ib. 
-..I_-__- 2 . 2  7i;rnlirto de campo promedio de los sistemas pozo triarlplcrr ~ ~ ~ k ~ w ~  
El procedimiento para obtener la energía “, de  otros sistemas cuyo poterlcial sea dc 

9 la fornla ( I )  es similar al usado con SW. Con el uso de la fórmula de Bouhiik ( 
teorema del valor medio se tiene la siguiente expresiones para el pozo triangular (3): 

0,” = 4Wr*s(<)( 5 - h ) ( P  + h + 1) 
Corno el potencial yukawa (4) se anula a distancia infinita, a diferencia de 

sucede  con el SW y el TW, es necesario usar  una aproximacibn adicional para a partir 
de  las distancias en que la fórmula (9) ya no sea correcta. En esta invcstigacih  se escogiij 
yf,*s(r) = 1 para r 2 1.75, obteniéndose 

0: = IZ?ly&)(l/h~ + lih2) (12)  

Las figuras 3 y 4 muestran que la distancia 5 para ambos sistemas c:>nser\/a 1 3  
depetrdencia suave en densidad y alcance que se tenis con el SW En ambos casos. ?, se 
puede  representar  como hncicin de la  densidad con !a fbrn:ula (, lob). cuyos cocficienter; 
E,,  son polinomios en h (para el TW) y en l /h  (para el yukawa) ¡.os cocficientes 

involucrados se reportan en  las tablas 113 y flb. 
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-1.73576 2.21076 -3,23204 

0.73073 1 -1.10648 3.5¿3649 
-1.37710 
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3. Familias de ecuaciones de  estado para el sistema SW 

El potencial SW es uno de los más  simples que posee los rasgos esenciales de  otros 
potenciales modelo más reales, al incluir  las interacciones repulsiva y atractiva a la vez 
como  iüerzas impulsivas. Se ha usado corno modelo de potencial para estudiar 
cualitativamente propiedades de los líquidos reales tales como  sus  propiedades 
termodinimicas [8,27-301, sus propiedades de transporte [ 3  1,321, o su comportamiento en 
campos  externos  [33,34]. El SW  también es el ingrediente fundamental de  teorias  de 
perturbaciones  como la SW-WCA con atracción incorporada al sistema dc referencia 
1135,363 y la teoría de la función de partición de van der Waals generalizada [37-421 

Las propiedades termodinámicas del SW han sido estudiadas por los mPtodos de 
simulacibn de montecarlo y dinámica  molecular  para diferectes  valores del alcance h 
[ 13,14,43-49]. Asi mismo recientemente ha sido de interés el estudio  de SUS propiedades 
críticas y el comportamiento de las curvas de coexistencia líquido-vapor conlo filncihn del 
alcance ?,,, mediante el método MC Gibbs  ensamble [SO]. 

Otra filente de información de las propiedades del SW proviene de las tcnrias do 
ecuaciones integrales aplicadas a  este sistema [ 13-14, S 1-55]. Si bien no exist. ninguna 
solucikn anaiitica tipo esferas-duras/Percus-Yevick, la solución refcrcnce hypernetted 
chain equation E54.551 ha probado ser de gran exactitud tanto para las  propiedades 
estructurales  como las termodinámicas. De hecho, la vcrsibn moderna de la RIWC [X- 
581 predice resultados excelentes dentro del  margen de error  de los resaltados de 
simulación para alcances dentro del  intervalo 1 .< h I 2, como se veri mis adelante [5S]. 

Las EOS existentes para el SW se pueden  clasificar  en dos tipos, segin el ml-todo 
seguido para generar las propiedades termodinámicas: 1 )  EOS de  nimeros de 
coordinación (CN) y 2) EOS de teorias de perturbaciones, desarrollo en altas 
temperaturas (MTE). 

I .  EOS CN 
Se fundamentan en  el concepto de h w r o  de coordrrrtrcicirr, que es el nimero 

promedio de partículas dentro del  alcance  del  potencial de una molecuh centrai Si I k n  
para fluidos con potencial continuo este concepto resulta impreciso de cuantifica;, pues 
requiere de una distancia de  "corte" para el alcance del potencial -que formaimente se 
anula a distancia infinita-, en cambio en el caso de! S W  no  hay arnbigiiedad alyuna y 
resulta ser el número de panículas N ,  contenidas dentro del pozo (esto es, para 

distancias entre o y Lo): 
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No es dificil ver que en realidad, N ,  es l a  energía interna por partícula del SW, por lo 

que  estas  teorias deberian de entenderse más  bien conlo diferentes representaciones para la 
energía interna, una propiedad termodinamica bien  definida independientemente del 
potencial que  caracteriza al sistema. 

I I .  EOS HTE 
Estas  ecuaciones  de  estado son de la forma (Za), y ya hemos hablado de las EOS para 

el término de campo promedio. Para el primer thnino de fluctuaciones, a,, existen las 
representaciones analiticas de compresibilidad macroscópica y microscópica debidas a 
Barker & Henderson [1,2], pero que no tienen el comportamiento  adecuado  a  altas 
densidades. De manera similar al tratamiento hec!Io por Del Rio 6r Lira [7] para el campo 
promedio, Benavides Le. Del &o [59] obtuvieron una cxpresiijn analítica, pero  adecuada 
para sistemas con alcances k > 2. Para los términos de fluctuaciones de mayor orden la 
teoría es muy escasa [4], y solo recicntemn..e se han obtenido por dinámica molecular 
discontinua valores hasta de orden sexto [26]. Todos los tbrminos de fluctuaciones tienen 
u n  comportamiento similar al variar la densidad y el aicnnce; a  altas  densidades tienden a 

anularse para cualquier valor de h, y aumentx conforme lo hace h. Es debido a  este 
comportamiento conjunto en densidad y alcance que las fluctuaciones sean imponantes a 
bajas tenlperaturas y cerca del punto crítico. Para valores de la densidad de la fase liquida 
el campo promedio resulta ser priicticamente el más relevante, como  se  verá más adelante. 

La tabla I11 muestra la capacidad predictiva de 1 4  diferentes ecuaciones de  estado del 
SW para el factor  de compresibilidad Z = ,!lP/p. La comparación se hizo con 391 datos 
de simulacibn por MC y DM seleccionados de  todos los disponibles en la literatura, para 
alcances 1 5 A. 5 2 [ 13,14,43-493; se seleccionaron aquellos clue estuvieran en [JIM fase de 
acuerdo  a la información del  equilibrio liquido-vapor del hlC Gibbs ensamble [GO] , L a s  
ecuaciones de  estado referidas provenientes de teorias sobre el número de coordinación 
son 6 :  dos ecuaciones  (LLS 1 y LLS2) de Lce.  Lon bardo & Sandler [ 3 8 ] .  la ecuacion de 
Lee-Sandler (LS) [39], la ecuación de Lee & Chao (1,Ch) f601. y por ultimo dos EOS 
debidas a Guo, Wang ¿k Lu (GWLI y GCVI2) [35,46] Las otras  ocho pertenecen al tipo 

I1 y son: van der Waals (VDW), van der Waals aumentado (AVDW), Del Rio & Lira 
(DRL)  [?]-todas ellas de primer orden o campo promedio - Fleming cPr Brugman (FB) [S], 

Ponce gi Renon (PR) [29] , Am & Nezbeda (.;uL’) [ZS] y Benavides 6r Del Río (BDR) 
1591 -estas  cuatro  de segundo orden-. También se incluye  en la tabla la EOS de  Song gL 

hlason (SM) [61], que  es también  del tipo de EOS de perturbaciones pero obtenida con 
supuestos adicionales. 
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Se  observa  que para efectos de una EOS del SW que se comporte  adecuadamente en 
toda la región del espacio termodinámico y para cualquier valor del alcance, no hay 
ninguna EOS mejor que AVDW. Si se considera u n  conjunto restringido de  estados, 
eliminando los que corresponden a densidades p* 2 0.7, temperaturas T* 5 0.8 o los 
alcances extremos h = 1. I25 y 2, que son en donde 1 3  mayoría de las EOS anteriores no 
funcionan, se obtienen entonces los resultados de las columnas tres y cuatro  de la tabla 
111. Aún así, solo la EOS de Fleming R: Brugman resulta mejor que la ecuación de van der 
Waals aumentada. De toda l a  tabla se concluye ademis  que Ins EOS HTE son mejores , 
comojmtilius de ecuaciones de  estado, que las EOS CN. 

A continuación se presentan, en grado decreciente en complejidad. tres EOS para el 
S W  obtenidas en esta investiyaciih y que tiellen nxjor poder predictivo que la EOS 
AVDW. Pertenecen al tipo 11, con diferentcs aproximaciones para el cálculo de l o s  
t6rnminos de perturbaciones. 

3. I EOSI p 2  J 
El término de campo promedio de la EOSl es la  expre:-;iim ( 7 ) ,  que se  discutió con 

anterioridad. 
Una vez que se tiene una expresiin para el canyo promedio, l a  aproximación  de 

cornpresibilidad macroscbpica (MCA) para e! tdsmino de tluctuaciones (2" orden) permite 
dar también una expresión cerrada de (I,,  

(I?'\,(;r = - h ,  (1% V K , , . S ( ? 7 )  f 133) 
Sin embargo, esta aproximaciún no es adecuada para alcances intermedios La 

aproximacibn de compresibilidad local nle.jora ligeramente a MCA pew requier:: la 
evaluaciGn de la segunda derivada en  densictad de u, , !o cual  amplifica errores  de la 
interpolación de este  tirrnino. 

L a  EOSl usa el término de fluctuaciones hlCA corregido por una funcibn racional 
R(q,h), obtenida del ajuste a valores t i n  MC: 

donde los coeficientes On(h> son  polinomios en h (ver tabla ¡Va). L a  rr, obtenida así 
está  dentro de¡ 1 404 de los resultados de M C  en los ahxnces 1 375 <: h. 5 1.75 

Para calcular los terminos de  t?uctuaciones de orden superior a 2, se supone una 
generalizacion de la aproximación de conrpresibilidad rtlacroscópica 
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O ” ( % P J )  = 4 x r l , P . w ; f . s  
donde a: es el término virial de orden q: . La  suma de  todos  estos términos da l a  energía 
libre residual, 

y donde 

t = = e  - 1  P (140 
O(P) = I - p -- xp2 ( I W  

Como el tercer coeficiente virial  del  sistenm S’#, (.‘(T), se  conoce  exactamente 1621, 
es posible calcular las contribuciones de cada uno de los términos de l a  expansicin HTE a 
r(T).  Para el caso del término n3 esta contribución es el polinomio p@), ecuación (14d). 
Las  contribuciones de los siguientes términos u n  , n 3 ,  son tanlbien polinomios de orden 
sexto en ;L., q u e  para temperaturas supercríticas se comportan de manera muy  similar que 
y(&). A fin de  poder describir adecuadamente el tercer coeficiente virial se requiere la 
corrección  dada por q(h), ecuación (14e), que se  obtuvo ajustando el coeficiente virial de 
la EOS 1 completa a los valores  de la expresión exacta de Kihara (apéndice 5B). 

- 3.2 EOS2 
La EOS de Fleming-Brugman es  de  segundo  orden. La EOS2 mejora el término de 

fluctuaciones  usando las mismas  ideas  para la construccibn de a2 en la  EOS l .  L a  energía 
del campo  promedio de la EOS2 es la expresión (8). L a  Ir, de la EOS2 tiene la misma 
forma  que (1 3 ) ,  cuyos coeficientes Q,, (A) se reportan en l a  tabla I V b .  

3.3 hXLS3 [63] 
EI término de  campo promedio de esta EOS es la  expresibn ( I  O) con las constantes de 

l a  tabla Ia 
Los terminos de fluctuaciones de EOS3 se trataron  de manera similar que como en 

EOSl con algunas mejoras. Las expresiones siguientes para CI, y o R  tienen correcto el 
límite de bajas densidades (con las contribuciones que corresponden al segundo y tercer 
coeficientes viriales, como en  el caso de CJ, ) y los l imi tes de  corto y largo  alcance. En 
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particular, para u2 ,  se cuidó  que el término dominante de largo alcance sea -2 qh3KA,, que 

es el correcto [59], y no-2q;t3K, , que es la predicción de MCA y de EOS 1 y 2. 
Se tiene que 

i ea,qdulq'+a,q'  

CI? := -4q(h3 - 1) xK,;s - %qQ(h)  ! ( I  Sa) 
(1 - q)? )( 

donde D(h) proviene del tercer coeficiente \ k i d  exacto [62], 

-5h5 - 5h" + 85X3 - 7Sh' - I 1  li. - I 1  1 n(k) LT. 
2(h' + h + 1) 

( 1  5b) 

Los coeficientes (x, en (1 58) son  polinomios en h cuyos coeficientes fueron  ajustados 
a los valores de DM de (7, [26]: 

U,,,, =- 187.1418 - 335.6845k + 18S.8528h2 - 34.873ih' 

a2,,, = 1833.196 - 5 2 8 4  990h + 5458.597h - 2453. 347h3 c 402.468k4 (15c) 

ajrn = -6185.70-t 16431.21A - 16084.0Sh2 + 6886.40h3 -- 1009lh' 
Para la energía residual la expresión obtenida es 

UR = -4q(h' - l)[(l  - l.Ss(h)q)K;.,@(p) f ~ r ( X ) q K ; J f 1  " D 3 ) ]  ( 1  5 4  

donde la contribucirin exacta de a, al tercer coeficiente virial es 

--19h5 - 491' + 293A' +- 5): - 21 I A  - 21 I \.( 1) -~ I_"""I""_." f 1 Sd) 
6( h' + 3t + 1) 

mientras que las contribuciones de orden mayor se parametrizaron por Y@), 

r( h) = 4.94876 + O. 09724% - 12.9 1260h2 + 7. 8632OA3 ( 1 Se) 

Las variables f y O@) son las mismas de EOS 1 (ecuaciones I4f y 146). L a s  

expresiones ( I  5) se obtuvieron siguiendo un razonamiento anltlogo ai usado con EOS I ,  
tomando en cuenta el desarrollo virial expuesto en  el apéndice 5R. L a s  expresiones para u, 

y aN se pueden simplificar si ei requerimiento de tener un tercer coeficiente virial exacto 
no es  exigido. 
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_.- - 
%n 0 4  m - " % m  

1849.68  -9026.93 -10038.6 16641.3 

-3960.69 24747.7 27420.2 -45684.5 

4982.78 -25282.2 -2789 I .9 _. 46686.9 _" 

11393.5 I -22 16.02 -2 1036.0 

-2090.19 367.4680 -1909.50 I 3524.69 

125 16.6 
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4. Resultados. 

Las  ecuaciones de  estado anteriores heron comparadas con el mismo conjunto  de 
estados  de simulación usado anteriormente. Las desviaciones cuadrhticas medias totales, 
tomando  tanto los datos  de MC como los de DM (391 en total), son los siguientes: 

t AVDW EOS 1 EOS2 EOS3 EOS3 MF 

0.68 1 0.487 0.601 

Se observa  que las EOS de esta investigacibn tienen un poder predicitivo global 
mejor que el de AVDW. La presión de la EOS 1 es adecuada para densidades p* 5 O. 7 ,  
temperaturas 7'" > O. 8 y alcances l .  375 I X S 1.75 La EOS2 tiene un margen mayor de 
validez en densidad (p* 5 1. O) pero tiene las mismas limitaciones en temperatura y alcance 
que l a  EOS 1 .  La EOS3 y su versión de campo promedio, EOS3 MF, tienen intervalos de 
validez mayores: p* S 1. O ,  T* 2 0.5 v I .  125 S A. 5 2.0 ,  y son las mis  exactas. Para 
todas estas EOS se tiene que las energias libres y las internas se comparan bastante bien 
con los datos  de simulación. 

Mientras  que la EOS2 es una teoría de segundo orden, las EOS 1 y EOS3 modelan la 
serie completa (2a). Se construyeron así con la finalidad de incluir de l a  mejor manera 
posible el comportamiento virial hasta e! tercer coeikiente. El segundo coeficiente virial es 
exacto en ambas ecuaciones, pero el terwro es aproximado. Como  se vi¿) en 01 capítulo 
anterior, los mapeos cinéticos son sensibies a la exactitud de la representación de la 
informacibn a bajas densidades. 

Otras  propiedades que son sensibles a la informscibn tirial son las referentes al 
equilibrio de fases líquido-vapor. Las figuras 5 y 6 mucstran el equilibrio líquido-vapor del 
SW para 2- = 1. S usando la  EOS 1 y la EOS3, respectivamente. Aparte de los resultados de 
simulación del Monte  Carlo Gibbs ensamble [SO] -círculos-, se tiene para este sistema los 
datos de dinámica molecular de Chapela r f  al [48] -asteriscos-. que muestrean densidades 
ortobáricas para temperaturas menores que las usadas en  el XIC Gibbs. Otros  datos  de 
referencia incluidos en estas figuras son los puntos criticos de la simulación DM de Adler 
el trl [43] y de la teoría  de perturbaciones de segundo orden de Henderson el d.[ 141. y la 
curva de coexistencia de la EOS AVDW. Las densidades ortobáricas  de la EOSl 
concuerdan razonablemente bien con los datos  de silnulacion, si  bien  en la región del 
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liquido es  notoria la  limitacicin de esta ecuación de  estado para predecir bien  las 
propiedades del SW a densidades altas. La EOS3, figura 6, mejora notablemente la 
descripción inclusive a  temperaturas del orden de 0.5, que ya es una temperaiura muy 
cercana al punto triple del SW de h = 1.5 ( Tp * z 0.41 [64]) . También esta figura muestra 

que si se usa el desarrollo perturbativo (2a) s6lo hasta orden uno -esto es, en  la 
aproximación de  campo promedio-, la ecuación de  estado  resultante (EO% MF) predice 
casi  la  misma curva de coexistencia que la EOS3 completa, salvo en la zona que 
comprende al punto crítico,  donde cualquier ecuación de  estado analítica necesariamente 
falla por predecir exponentes críticos clásicos. 

Como  estudios previos lo han probado ya [ 14, 49, 501, el desarrollo de perturbaciones 
(í!a) predice resultados más satisfactorios conforme el alcance del SW aumenta, y la región 
del punto critico donde  esta teoría predice valores incorrectos  se va reduciendo. Las 
figuras 7 y 3 muestran las C C I W ~ S  de coexistencia de la EOS3 y la EOS3 MF para los 
sistcmns h = 1.25 y h = 1.75, respectivamente. La EOS3, como  era  de  esperar, predice 
valores mis cercanos  a los datos del MC Gibbs que si  scilo se usa el campo  promedio. 
Pero la forma de las curvas  de coexistencia de ambas ecuaciones se  parece más a los datos 
simulados en el caso del alcance mayor. Benavides et al [49] probaron que para h = 3 la 
coincidencia es prácticamente exacta con la EOS AVDW . 

La variación del punto crítico con h en  el espacio (p*, T*,h) traza una linea crítica en 

la parte  superior  de la superfice liquido-vapor que separa las regiones de una y dos fases. 
Si se proyecta esta línea  cn el plano f T*,h) se obtiene:l las curvas de la fiqura 9 para 

1 5 h :< 3, segiln sea la EOS utilizada. En general, T, * (h.) no es muy sensible a las 

aproximaciones y tiene l a  dependencia proporciona! en ?? de la EOS AVGW, aunque esta 
ecuacibn predice una temperatura crítica  no nula cuando X = 1 ,  resultado incorrccto 
porque el fluido de esferas duras no posee transicibn liquido-vapor. En la región h S 2 l a  

EOS3 M: tiene cualitativamente el mismo comportanliento de los datos MC Gibbs, con el 
limite correcto c* -+ Qcuando h + 1, pues, por constlucción, EOS3 MI; y EOS3 se 
reducen a la ecuación de Carnahan-Starling [ 3 ]  si 3, = 1. i v i  la EOS 1 ni la EOS2 cumplen 
con este requisito, razón por la cual  tienen  también temperaturas critkas no nulas en este 
valor del alcance. Para la región 2 5 l. 5 3, la EOS de largo alcance de Benavides & Del 
Río [S91 prácticamente hace  una continuación suave de la línea EOS MF. En 3, = 3 esta 
ecuacicin,  la EOS AVDW y los resultados de s.qulaci6n están dentro  de la misma 
precisión del 1 '"/o entre ellos. y para h -= 3 la AVDW puede considerarse  como 
virtualmente exacta [49]. 

97 



u 3  

/' 

/' 

,/' 

, x 
, 

T" 

T" 

"- 
m 
o 

97a 



- 

97b 



h 

I! 

O 

o .- O 
U 
al 
E 
2 
a 

Q 

co 

97c 



.- O 

-* 
t" 

9 7 d  



cn 

? 
3 
m 

'i- 
.r- 



Í-" 

E 
Q 
CL 
I. 

ij 
I 
I 
I 

/ '  i 

I 

O 

3 

o 

c 
r- 

t.* 

,- 

97 f 



L a  figura 1 O muestra el comportamiento del h m r  de compresibilidad crítico Zc. (A) ,  
que  es una propiedad mucho más sensible a las aproxinwiones realizadas. Sin embargo, 
resalta el hecho ya mencionado de que con el aumento del alcance la predicción de las 
diferentes EOS tiende a asemejarse a los valores de simulación. 

5. Solución RHNC de Ius fluidos SW 
Smith QL Henderson [54] probaron en 197s que la mejor teorín de ecuaciones 

integrales para predecir propiedades estructurales y termodinimicas para el SW es la que 
ellos llamaron CHNC. En realidad, como estos  autores hacen notar en su articulo, la 
CHNC no es otra teoría que la versiih primera de la RHNC de Lado [66]. Cómo  se 
explicó con detalle en el capítulo 2, a partir de la hiphtesis sobre la universalidad de la 
hnción puente [66] resurgió el inter& en esta teoría [56, 671. La condición termodinámica 
local para encontrar el d i h e t r o  del puente de esferas duras (Lado, 1982, [ 561) y la 

parametrización de la función puente ( Malijevskq & Lahik, 1987-1989 [ 57 ] ,  [58]), junto 
con un algoritmo muy eficiente y rápido para ¡a resolución de la ecuaciin  de Ornstein- 
Zernike (Labik, S., Malijevsky, A ,  Rr Vonka, P., 19SS [68]), permitieron la 
implementación de la MINC para el cálculo de propiedades estructurales y 
termodinámicas de potenciales esfericos. 

Usando estos procedimientos se estudii, la soluci6n RHNC, en  su  nueva versión, del 
fluido SW [ 5 5 ,  691. Mientras que para potenciales continuos bastan 1024 puntos de malla 
para obtener soluciones precisas de la ecuaci3n Ornstein-Zernike con el procedimiento de 
Labik et al [6S], en  el caso del SW se encontrb necesario usar 4096, con un tamaño de 
malla de Ar T= O. O0 1 56250, a fin de obtener re.wlt:tdos de precisión similar. 

Se estudiaron así propiedades estructurales y termodinámicas para sistemas SW en las 
regiones 1 5 h 5 2 ,  p* 5 1. O y O. 6 S 1'* 5 109, encontrándose en todos los casos 

excelente concordancia con los datos  de simulación disponibles. Como ejemplo de ello, en 

las figuras 1 1, 12 y 13 se muestra la función de distribucibn radial pzra tres sistemas 
(h = 1.4,1.5,1.6, respectivamente) en  el estado termodinámico p* := O. 7 ,  1'* = 2 O .  Idos 

círculos corresponden  a  datos  de simulación hfC [70]. 
La base de  datos SW-RHNC generada así puede ser usada, con procedimientos 

adecuados de interpolacibn, para generar las propiedades deseadas en cualquier estado 
termodinimico y para los alcances señalados. Por ejemplo, una aplicación de  esta base fue 
el mapeo cinético del sistema LJ a fin de conocer la forma que deben de tener los 
parámetros SW. Otra aplicación posible es el estudio del comportamiento de la r-egión 
crítica del SW, a fin de conocer mqior la  evolución de la forma de la curva de coexistencia 
con la  variación en h. 

98 



I I  ! I  ¡I 
x Q t -  

1 
i 

3 

L.. 

98a 



O 
ri 

O 
cu 

O 
..- 

.:- 



O 
o 

o 

98c 



6. Conclusiones 
En este capítulo se ha mostrado que es posible construir ecuaciones de  estado para 

familias de sistemas de nódulo duro. Esto reviste capital importancia para l a  teoría 
expuesta en los capítulos previos, pues estas EOS constituyen los modelos  de  ecuaciones 
de  estado universales para fluidos simples y moleculares. L a  exposición ha seguido, en 
cierta manera, un desarrollo histórico, para mostrar que es también posible hacer eficiente 
"la ingeniería de EOS", de tal modo que se pueda ver que de la EOSl a l a  EOS3, en  el 
caso del SW, e&te una gran economía de fórmulas y constantes, sin sacrificar la precisión; 
por- el contrario, se ha mejorado. 

Sin- ser una demostración excepcional o sorprendente, también se ha visto que la 
teoría RHNC, en  su versión moderna, es un método altamente rentable para generar 
propiedades  estructurales y termodinámicas de sistemas con potencial discontinuo, y que la 
precisión obtenida es del  mismo orden de las simulaciones, como sucedia en el caso de 
potenciales continuos. Y esto consituye una ventaja: es una vía alternativa n la 
simulaciones cornputacionales para generar información. 
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B = -6'~' + 4yb, * +h, *' -2h2 * +t@* 

C = -6y h, * - 4 6 4  * -3np2 - b, *')y + (b ,  * - p ) n p 2  + h, * h, * -3h * 
De la referencia [7] se tiene que 

2 
3 

donde x = r / o ,  y:,s es el valor de contacto de la fünción de cavidad HS -obtenida de la 

ecuaci6n de  estado  de Carnahan-Starling [3], y sus derivadas primera y segunda son 
hnciones conocidas  de la densidad [6]. 

Apéndice S I3 
El desarrollo virial de la presión del  sistema SW es 

donde el segundo coeficiente cirial 13 vale 

&(l.*, 1) = 4 1 - h - 1 I 

r (  I**, 1) = 10 -t l * ( A ) l  c / 2 ( h ) f 2  + I3()1)f3 (€3 3 )  

[ ( 3  1 1  (HZ) 
y el tercer- coeficiente virial C '  vale 

donde I -= e "" - 1 ,  y Z1, I2 c I, son polinomios de sexto orden en 1, con coeficientes 
diferentes para 3; 'r 2 y para c 2.  de acuerdo a la fórmula de Mihara  1621. 

El desarrollo de f en potencias de 1/T * en (€32) y (B3) permite conocer l a  

contribución viriaI.de cada uno de los tdrminos o,, del desarrollo (2a) Los términos (I, y 
a2 de EOS2 no tienen el límite virial correcto para B y (', mientras que los de EOS 1 dan 
bien H pero no ('. L a  EOS3 tiene las contribuciones correctas en ambos casos. 

El desarrollo virial exacto de u3  es , cuando r( --+ O ,  

1 O0 



donde p( X) es el polinomio de l a  ecuación (14d) si h < 2 ,  de  acuerdo a la fórmula de 

Kihara para c' [62]. 

Los siguientes términos u,?, n > 3,  tienen desarrollos simi!ares a (334) y (14d). La 

contribución proporcional a q en u: es -4(X3 - l ) / ~ ! ,  pero no es posible representar de 

manera similar con un término condensado la contribución proporcional a q 2 ,  porque para 
cada  valor  de ?I se obtiene, de la fórmula de Kihara [62], un diferente polinomio de  sexto 
grado en 3.". Sin embnrgo, se realizó un análisis cuidadosa de estos polinonios para I J  = 4 y 
5 y se  encontró  que tienen un comportamiento muy similar a p(h) a  temperaturas 
supercriticas, por lo que  se asumió como vdido para cualquier orden. El tirmino genérico 
u," tiene entonces la siguiente aproximación: 

expresibn que tiene la contribucibn exacta al segundo coeficiente vinal (B2). Por (RS), la 
energía libre residual (2b)  a bajas densidades puede se: escrita en forma cerrada  como 

u;(q,h,T *) = - 4 q p  -. 1) - 1.5p(h)q]O(P) (B6) 

donde O( p) esti  dado por ( 14g) 
Corno la aprosirnaciórr (B5) falla a temperatkrras subcriticas, (€36) cs corregida cn l a  

EOSl y en la EOS3 con tdrminos proporcionales a r 3  y .- p 3 ,  respectivamente, a fin de 
introducir el comportamiento  correcto a h j a s  temperatnras. t o s  polirrornirJs q(h), 

fxuación ( I k ) >  y r( X), ecuacibn ( 1 Se), se obtuvieron entonces ajustando las expresiones 

resultantes a 10s valores exactos del tercer coeficiente virial. 
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1. Conclusiones generales 
La investigación doctoral tuvo como objetivos centrales: 1 )  la fundamentación dcl 

mktodo de sistemas equivalentes para generar ecuaciones teóricas de  estado,  es decir, EOS 
deducidas  de los principios de la  mecánica estadística, y 2) la aplicacicin y prueba del método 
en l a  obtencihn de TEOS para modelos específicos de fluidos simples y moleculares. 

Respecto del primer objetivo podemos concluir lo siguiente: 
1) el uso de sistemas equivalentes en la teoría de líquidos se ha restringido 

prácticamente al caso de fluidos con potenciales repulsivos y sistemas equivalentes de 
esferas duras,  pero  se ha probado aquí que es posible generalizar su aplicación a sistemas 
con interaccíh atractiva, mediante el uso de sistemas equivalentes no conformes, de nódulo 
duro y con potencial atractivo monotónicamente decreciente con la distancia intermolecular. 
Se eacontaron dos nuevas maneras diferentes de definir equivalencia entre  sistemas: los 
cancinicos y los cinéticos. 

2) El uso  de siste:nas canónicos está actualemente limitado por l a  falta de 
representaciones para sus funciones de cavidad. El único caso disponible es el del SW, que 
presenta dificultades en  su aplicación, porque las ecuaciones del  rnapeo canónico no siempre 
tienen solución. 

3) Los sistemas equivalentes cinéticos son do rtplicabilidad mucho mis general que los 
canbnicos, y se  encontró que las ecuaciones del mapeo cinético tienen soluciih para U R ~  

variedad de sistemas simples y rnoleculares. 
4) Los sistemas equivalentes cinkticas son además nmpeables wtre sí, como se probó 

para el yukawa y el SW. 
Y respecto del segundo objetivo concluimos que: 
I )  la TEOS consiste en: a) la ecuación de estado del sistema equivdente  de nbdulo 

duro, y b) fbrrnulas para los parámetros de este sistema, que determinan cómo las 
propiedades cinéticas del  sistema  real se generan con las del equivaiente. según los valores 
de la densidad y la temperatura. 

2) La esactitud  de la TEOS estri determinada por: a) la exactitud con la que son 
calculados los parámetros promedio de colision, usados en el mapeo cinetico, y b) por l a  
exactitud de las fórmulas para los parárnetros del sistema equivalente. 

3 )  Por el comportamiento regular y suave cn densidad y ternperaturn que tienen los 
parirnztros de colisibn del sistema equivalente, soluciones de las ecuaciones del mapeo 
cinético, resulta entonces que: a) sólo es necesario conocerlos en u n  nirnlero reducido de 



estados termodinámicos, lo cual da economía al método en cuanto  a la informacion que  se 
requiere del sistema mapeado, y b) se logra que las fórmulas del mapeo sean compactas y 
sencillas, de tal modo que el número de  constanles involucradas es también reducido.  Estas 
dos características optimizan la construccibn de la TEOS. 

4) La TEOS generada con e1 método dcl mapeo cinktico ofrece las siguientes ventajas 
respecto a otros métodos  propuestos recientemente (teoría del "número  de  coordinacihn" 
(NCTEOS) y teoría de Song & Mason (SMEOS)): a) es más exacta,  como se probó aquí 
para el fluido LJ (TEOS > SMEOS, inclusive si se usa una aproximaciSn perturbativa en el 
cálculo de los parámetros de colisión); b) son de mayor rigor en su fundarnentación teórica, 
pues no hay ambigiiedad en  la  definción de las cantidades usadas (lo que no resulta cierto 
para el "número  de coordinación", un  concepto poco preciso, y un tanto artificial, en 
sistemas con potencial continuo), y dstas tienen u n  claro sentido fisico, deducido de la teoría 
cinitica y de la mecánica estadistica; y c) permite la obtención de ecuaciones de estado para 
familias de sistemas. 

5) Se dispone de un  m&todo para obtener la EOS de los sisternas de  nódulo duro al 
nivel de la aproximación del campo promedio. Esta aproximación es parcialmente adecuada 
para el SW, pero es mucho más exacta pera sistemas cuyo potencial atractivo  decrece más 
rápidamente con la distancia que el SW, como sucede con el pozo triangular y el yukawa. 

Adcmás de estas  cmclusiones referentes a los objetivos de la tesis, se  encontró 
(capítulo Ill) que los paránxtros  de coIision son cantidades que, por un lado, estin 
directamente reracionados con el cilculo de la presih de un fluido, y que  por otro lado 
tienen regularidades directamente relaciunrvhs con la forma del potencial intermolecular 
(suavidad o dureza, elongación, tamaño de nódulos cuando !SS hay, etc.) L a  existencia de 
propiedades  estadistkas con este tipo de csracteristicas resultan muy atractivas para 
establecer conexiones entre una  cantidhd  macrosccipica (!a presiim) y variables 
microscópicas (el potencial intermolecular), ta l  y como sucede con los coeficientes viriales 
de un fluido poco  denso, pero que ahora son validoc también  en liqulidos. Desde el punto  de 
vista de la termodinámica molecular, este hecho es  de primerísima relevancia, pucs 
constituye u n  método  de sistcmatizacibn de propiedades macrosccipicas versus las 

microscbpicas. 

2. Perspectivas 
Existen varios aspectos que quedaron por explorar en esta investigaciim, y que se 

sugieren aqui para filturo desarrollo. 
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1 )  Caracterizar las propiedades estructurales y termodinámicas de sistemas de nódulo 
duro con interaccijn atractiva, los cuales se pueden usar corno sistemas equivalentes  de 
fluidos simples y moleculares. 

Esta tesis ha presentado un estudio detailado de uno de  estos sistemas, el fluido SW, 
con el cual se obtuvieron TEOS para otros fluidos usados frecuentemente en aplicaciones a 
sustancias reales. Sin embargo, se mostró que los parámetros del fluido de yukawa tienen un 
comportamiento más sencillo que los del SW cuando ambos se usan  en el mapeo del nismo 
sistema. Esta sencillez repercutirá en  la obtención de fórmulas de mapeo más simples, y por 
lo tanto, en TEOS cjptinnas con mayor  facilidad  en  su aplicación. 

Ademis, conocer mejor a otras familias de sistemas, como el pozo triangular, el 
p k a w a  o el sutherland, permitiría profündizar tanto en la teoría de sistemas equivalentes 
canónicos presentada en el capitulo 11, como en las propiedades de las transfc>rmaciones 
entre los sistemas atractivos de nodulo duro, visto en el capitulo IV para la  pareja SW- 
yukawa. 

2) Extender a familias de sistemas con potencial continuo, como el potencial de hlie j / -  

m o el exp-6, el análisis de familias de ecuaciones de estado, realizado hasta el momento sólo 
para los sistemas atractivos de nódulo duro (SW, pozo triangular y yukawa, capítulo V) El 
contar con TEOS de  este tipo daría mayor  flexibilidad a su aplicacibn para sustancias reales, 
así coma tarnbiin caracterizar mejor  las transformaciones entre sistemas de diferente forma 
de potencial. 

3 )  Estudiar con más detalle la dependencia fimcional de los parimetros  de colisi6n con 
las propiedades del potemial intermolecular. En esta investigacih se mostrb  que  cuando  se 
usa al SW de sistema equivalente se enuentran regularidades en el comportamiento de sus 

parámetros con el cambio de la forma del  potencial  del sistema mapeado. 
La necesidad tie obtener información tnis precisa sobre los parirnctros de colisiim 

versus l a  forma del potencial está entonces n u y  relacionado coa el punto 1, pues usando 
otros sistcmas equivalentes diferentes al SW se podrían resaltar las características de esa 

dependencia. En concreto,  dado que el pozo triangular es un sistema con una interacción 
atractiva mi realista que el SW, pero de forma más sencilla que el yukawa o el sutherland, 
podria suponerse  que fuera un mejor  sistema  para hacer estos  estudios. 

3) Los sistemas moleculares estudiados en esta tesis son no polares. Una extension 
natural y obvia de la teoria  de los sistemas equivalentes cinéticos es su aplicación a  fluidos 
molecu!ares polares. 

El desarrollo de TEOS para mezclas y para fluidos en can1;ms externos son otras dos 
extensiones naturales de los metodos desarrollados aqui. En particdar, en el terna de 
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adsorción  de monocapas, Del Río & Gil-Villegas probaron ya en otro lugar que el SW es un 
sistema equivalente adecuado en la modelación de sustancias reales. 

5) 0 x 0 s  temas  de desarrollo dónde es menos clara la extensión de la teoría,  pero  que 
time sentido  explorar,  son:  a) el uso de las variables cinéticas del capítulo I11 en la 
modelación de propiedades de transporte, y b) el estudio de fluidos en proceso de 
solidifación. 

3. Epílogo 
SI bien este  trabajo es un esfberzo bastante incompleto de termodinámica molecular, en 

la consecusión de ecuaciones de  estado entendibles al nivel  mks elemental -con la 
construcción  de Bernoulli como paradigma hisico -, se espera haber cumplido con el 
requisito elemental y responsabilidad primera,  no  incluido  en 10s reglamentos ni lineamientos 
del programa  doctoral,  que debería esperarse de un candidato a  doctor en ciencias, y 
particularmente en fisica. antiguamente filosofía natural: 
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